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立足 上 海 , 面向 全 国 ; 服务 基层 , 力求 创新 
一 庆祝 《数学 教学 》 创刊 50 周 年 
本 刊 编辑 部 


《数学 教学 》 已 经 度 过 了 50 年 的 风雨 历程 . 
前 后 200 期 的 文字 , 可 以 说 是 中 华人 民 共 和 国 
成 立 以 来 数学 教育 发 展 的 一 种 历史 见证 . 

1955 年 ， 创立 华东 师 大 数学 系 的 教授 们 ， 
希望 为 中 学 数学 界 的 老师 们 做 些 实 事 . 于 是 就 
有 了 《数学 教学 》 的 创刊 . 从 那 时 开始 , 刊物 的 
宗旨 就 是 "立足 上 海 , 面向 全 国 ”. 起 先 的 几 期 ， 
大 都 是 华东 师 大 数学 系 的 教授 们 的 文字 , 以 后 
则 请 上 海 和 华东 地 区 的 教授 和 中 学 数学 教师 
撰文 , 影响 逐渐 扩 至 全 国 . 50 年 来 , 刊物 的 作 
者 来 自 全 国 各 个 省 市 , 包括 海内 外 . 但 是 , 我 们 
还 是 注意 反映 了 上 海 的 数学 教育 的 动态 . 特别 
是 1980 年 代 后 期 ,上海 单 独 实行 课程 改革 , 单 
独 举行 高 考 . 我 们 一 直 力 图 反映 上 海 的 数学 教 
育 改革 信息 , 供 读者 参考 . 今后 我 们 还 会 继续 
这 样 做 . 

上 海 一 向 是 对 外 的 窗口 , 现在 正 计 划 建 成 
国际 化 的 大 都 市 . 华东 师 大 数学 系 是 我 国 数学 
教育 界 对 外 联系 密切 的 平台 , 享有 国际 声誉 . 
借 此 便利 ， 《数学 教学 》 有 意 反映 国外 的 数学 
教育 动态 ,为 读者 提供 海内 外 的 数学 教育 信息 . 
随 着 我 国 数学 教育 界 和 国际 交往 的 扩大 , 这 方 
面 的 任务 会 更 重 . 我 们 希望 继续 保持 这 一 国际 
性 的 特色 . 

50 年 来 , 我 们 独家 刊登 了 许多 重要 的 文章 . 
其 中 包括 江泽民 主席 访问 澳门 濠 江 中 学 的 报 
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帮助 我 们 解释 某 种 现象 . 

2. 利用 几何 知识 建 模 是 数学 建 模 的 重要 方 
法 之 一 . 而 向 量 是 解决 这 一 几何 问题 的 有 效 工 


道 ; 数学 大 师 陈 省 身 的 古 字 ,演讲 , 以 及 生前 最 
后 的 数学 教育 谈话 ; 还 有 苏 步 青 吴 文 俊 、 李 大 
潜 、 顾 冷 沈 等 著名 教授 的 论文 ， 此 外 ,从 1993 
年 开始 , 每 年 都 登载 教育 部 批准 的 “数学 教育 
高 级 研讨 班 " 的 纪要 , 10 余年 的 积累 可 以 说 是 
中 国 数学 教育 改革 的 一 份 客观 的 学 术 记 录 . 这 
些 论文 具有 很 高 的 学 术 水 平和 时 代 意 义 . 读者 
对 此 也 表示 了 热烈 的 欢迎 . 我 们 决心 继续 发 挥 
本 刊 的 优势 , 组 织 更 多 更 重要 的 独家 稿件 , 满 
足 读者 的 需求 . 

《数学 教学 》 的 一 个 传统 是 面向 全 国 的 数 
学 教学 第 一 线 , 欢迎 来 自 基层 的 实际 经 验 . 为 
广大 的 读者 和 作者 服务 是 我 们 的 最 高 宗旨 .一 
个 小 的 例子 是 我 们 一 直 坚持 “不 用 稿件 一 律 免 
费 退 稿 " 的 制度 . 尽管 这 样 做 工作 量 非 常 大 , 我 
们 打算 继续 保持 这 一 优良 的 传统 . 借 此 机 会 , 我 
们 要 对 多 年 来 关心 和 爱护 本 刊 的 作者 和 读者 ， 
表示 囊 心 的 感谢 . 没有 你 们 的 支持 ，《 数 学 教 
学 》 会 寸步 难 行 . 

数学 教育 , 作为 一 门 科学 还 相当 年 青 , 现 
在 正 处 于 茵 勃发 展 的 时 期 . 我 们 伟大 的 祖国 正 
在 和 平 崛 起 . 那么 , 具有 中 国 特色 的 数学 教育 
理论 和 实践 , 也 一 定 会 在 未 来 的 岁月 中 建设 起 
来 , 拓展 开 来 . 《数学 教学 》 愿意 在 这 一 伟大 的 
事业 中 , 力求 创新 , 为 基层 服务 , 为 读者 服务 ， 
决 不 素 负 时 代 赋 予 我 们 的 使 命 . 
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本 例 是 《新 专题 教程 高 中 数学 7 .数学 建 
摸 》(\ 即 将 由 华东 师范 大 学 出 版 社 出 版 ) 中 的 一 
个 例子 . 
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《数学 教学 》 创刊 杂 忆 


曹 锡 华 * 


《数学 教学 》 创刊 已 经 50 周 年 了 . 并 以 以 
下 的 回忆 文字 , 记叙 当年 , 怀念 老 友 . 

华东 师范 大 学 数学 系 成 立 于 1951 年 .不 
过 , 主要 骨干 教师 要 到 1952 年 才 从 各 个 院 校 调 
集 而 来 . 我 来 自 浙江 大 学 . 那 时 任 数 学 系 主任 
的 孙 泽 瀛 先生 从 上 海 交 通 大 学 调 来 , 也 是 浙大 
校友 . 李 锐 夫 先 生来 自 复旦 , 程 其 襄 先 生 则 来 
自 同济 . 此 外 , 还 有 山西 大 学 的 钱 端 壮 、 交通 大 
学 的 雷 垣 、 圣 约翰 大 学 的 魏 宗 舒 等 教授 先后 来 
到 华东 师 大 . 这些 教 授 原来 都 没有 从 事 " 师 范 
教育 的 经 验 . 要 创办 一 所 新 中 国 的 重点 师范 
大 学 , 的 确 是 一 件 新 的 任务 , 不 过 大 家 的 热情 
都 很 高 . 

1950 年 代 初 , 国家 的 既定 方针 是 学 习 苏 联 . 
师范 教育 很 自然 地 以 ` 偶 斯 科 师 范 学 院 " 为 学 习 
的 榜样 . 我 们 注意 到 该 校 教学 计划 中 , 既 有 很 
深 的 高 等 数学 课程 , 也 有 《初等 代数 研究 、《 初 
等 几何 研究 》 的 课程 . 由 于 工作 的 需要 , 委任 我 
当 了 “初等 数学 ”教研 组 的 组 长 . 我 一 面 搞 基 础 
数学 研究 , 一 面 上 《初等 数学 复习 与 研究 》 课 
程 . 实际 上 , 用 公理 化 方法 处 理 数 系 的 发 展 , 很 
严 讶 , 也 很 繁 , 不 太 好 教 . 初等 几何 用 阿达 玛 写 
的 课本 , 题目 很 难 . 

那 时 , 学 校 里 专门 聘 有 研究 教育 学 的 苏联 
专家 . 她 一 再 提出 “师范 大 学 为 中 学 服务 ”的 要 
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想必 须 得 到 教师 的 认同 才能 在 教学 中 得 到 落 
实 , 信 其 道 , 才能 践 其 行 . 但 是 , 当前 教师 的 培 
训 不 再 是 理论 的 说 教 , 而 是 提供 实践 上 的 指导 ， 
要 开发 出 具体 的 课 案 , 让 教师 能 进行 模仿 , 并 
在 实践 中 进一步 创造 . 在 这 方面 , 我 们 还 很 薄 


求 . 现在 看 来 , 这 并 不 错 . 后 来 在 全 国 范围 内 一 
再 提出 “师范 性 ”问题 有些 人 认为 师范 大 学 不 
必 搞 现代 数学 的 研究 , 只 要 围绕 “中 学 需要 进 
行 科研 教学 就 可 以 了 . 这 种 观点 对 师范 大 学 的 
发 展 危 害 很 大 , 是 错误 的 . 

作为 师范 大 学 的 数学 系 如 何 为 中 学 服务 
呢 ? 系 主任 孙 泽 瀛 先生 提出 要 办 一 本 面向 中 学 
的 数学 杂志 , 大 家 都 很 赞成 . 于 是 就 请 数学 系 
的 同仁 写 文章 , 第 一 期 很 快 次 起 来 了 1955 年 
7 月 正式 创刊 . 孙 先 生 自然 地 出 任 主编 . 由 于 编 
辑 工 作 繁忙 ,“ 初 等 数学 "和 “数学 教学 法 ”的 教 
学 任务 繁重 , 从 上 海中 学 调 入 余 元 希 先 生 . 后 
来 《数学 教学 》 的 常务 编辑 工作 自然 也 由 他 负 
责 了 . 

我 不 久 离开 了 初等 数学 教研 组 , 仍旧 从 事 
代数 研究 . 不 过 , 对 中 学 数学 还 是 关心 着 . 50 年 
来 , 我 陆续 为 《数学 教学 》 写 过 一 些 文章 . 1980 
年 我 和 华罗庚 、 丁 石 孙 等 一 起 出 席 在 美国 伯 克 
利 召 开 的 国际 数学 教育 大 会 , 并 在 《数学 教学 》 
上 发 表 文 章 加 以 介绍 . 据说 那 篇 文章 是 第 一 次 
在 国内 报道 “问题 解决 "的 教学 模式 . 

当年 创办 《数学 教学 》 杂志 的 那些 教授 们 ， 
多 半 已 经 故去 . 但 是 他 们 用 高 等 数学 的 修养 为 
中 学 数学 教学 服务 的 精神 ,值得 我 们 继承 发 扬 . 

希望 《数学 教学 》 在 新 的 世纪 越 办 越 好 . 
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弱 , 需要 化 大 力气 给 予 改进 . 
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祝愿 :回忆 .希望 


郑 启明 * 


《数学 教学 》 于 1955 年 创刊 , 至 今 已 有 半 
个 世纪 了 . 值 此 创刊 50 周 年 之 际 , 我 表示 囊 心 
祝贺 . 

我 自 1954 年 至 1978 年 , 曾经 在 华东 师范 大 
学 数学 系 工作 过 . 目睹 了 本 刊 的 筹办 、 创刊 , 后 
来 还 参与 了 一 些 编审 工作 , 如 今 看 到 它 越 办 越 
好 , 感到 十 分 高 兴 , 借 此 机 会 , 向 本 刊 编 委 会 和 
编辑 部 同志 们 为 本 刊 的 发 展 付出 了 辛勤 劳动 
表示 敬意 . 向 本 刊 稿件 的 作者 和 广大 读者 , 热 
情 地 关心 支持 刊物 , 表示 感谢 . 祝愿 本 刊 能 跟 
上 新 时 期 经 济 、 科技、 教育 等 各 方面 迅速 发 展 
的 步伐 , 与 时 俱 进 , 开拓 创新 , 办 出 特色 , 为 普 
通 中 学 数学 教学 的 改革 创新 , 为 普通 中 学 数学 
教学 质量 的 提高 , 做 出 新 的 、 更 多 的 贡献 ! 

《数学 教学 》 办 成 今天 这 样 , 不 是 一 件 容易 
的 事 . 她 经 历 着 一 个 酝酿 \ 筹 办、 创刊 和 发 展 的 
过 程 , 期 间 还 因 “ 文 化 大 革命 ”的 原因 , 经 历 了 
一 次 停刊 .复刊 的 折腾 , 可 见 刊物 发 展 的 艰辛. 
尽管 本 刊 创办 发 展 遇 到 种 种 困难 , 但 是 靠 领导 
支持 , 广大 读者 的 关爱 和 同行 的 支持 , 当然 , 还 
靠 编 者 的 努力 , 终于 克服 种 种 困难 , 办 出 了 成 


= = 
绩 . 








据 我 的 片断 记忆 , 上 个 世纪 五 十 年 代 初 期 ， 
我 们 学 苏联 那 一 套 , 各 级 各 类 学 校 的 数学 教学 
计划 安排 ,课程 设置 .各 门 课程 的 教学 大 纲 乃 
至 教材 、 教 法 等 , 基本 上 是 照搬 苏联 的 ， 1954 
一 1955 年 , 我 国教 育 主管 部 门 根据 中 央 制 定 
的 教育 方针 政策 , 决定 从 我 国 实际 情况 出 发 ， 
总 结 自己 的 中 等 学 校 数学 教学 经 验 , 有 分 析 地 
汲取 外 国有 益 的 东西 , 在 中 学 数学 教学 方面 搞 
出 我 国 自己 的 东西 , 于 是 着 手 修订 中 学 教育 计 








划 , 修订 中 学 数学 教学 大 纲 , 编写 中 学 数学 教 
材 , 并 倡导 总 结 研究 和 改进 中 学 数学 教学 工作 . 
当时 有 关 的 报刊 , 围绕 中 学 数学 教学 , 刊登 了 
不 少 经 验 性 、 理论 性 和 讨论 性 的 文章 , 颇 为 热 
烈 . 在 这 样 背景 下 , 作为 教育 部 直属 大 学 之 一 
的 华东 师范 大 学 的 数学 系 , 理应 为 建设 我 国 中 
学 数学 课程 .教材 体系 和 教学 方法 等 作出 自己 
的 贡献 . 1954 年 , 时 任 数 学 系 系 主任 的 孙 泽 瀛 
教授 提出 编辑 出 版 一 本 刊物 的 倡议 , 此 议 得 到 
当时 数学 系 系 务 委员 们 的 一 致 赞同 .经 议定 ， 
刊物 面向 广大 中 学 数学 老师 、 中 学 数学 教学 研 
究 者 和 初等 数学 爱好 者 . 它 是 一 本 中 学 数学 的 
教育 性 刊物 , 为 区 别 于 一 般 数 学 的 研究 性 或 通 
俗 性 刊物 , 本 刊 定名 为 《数学 教学 》. 为 什么 刊 
名 中 没有 “中 学 ”两 字 ? 我 想 有 两 层 意义 : 一 是 
避免 与 某 些 刊物 同名 ; 二 是 内 容 方 面 可 以 阔 广 
些 , 可 以 刊登 一 些 中 学 数学 教材 中 所 没有 , 但 
中 学 数学 老师 应 该 知道 的 东西 , 如 极限 问题 、 
多 项 式 理论 、 几何 尺 规 作 图 问题 中 外 数学 史 
料 等 等 。 本 刊 宗 旨 是 为 本 刊 面向 的 对 象 服务 ， 
向 他 们 介绍 有 关 的 新 知识 和 提供 有 关 资 料 , 交 
流 教 学 的 新 经 验 , 研讨 有 关 问题 等 , 为 读者 在 
中 学 数学 教学 方面 总 结 经 验 、 研 究 探 索 解决 问 
题 , 撰文 交流 , 提供 一 个 园地 . 总 之 , 形势 发 展 
的 需要 是 创办 本 刊 的 推动 力 , 这 是 一 . 另 一 方 
面 , 当时 , 学 校 领 导 强调 联系 中 学 , 全 系 上 下 经 
常 到 中 学 去 , 我 系 中 学 数学 教学 法 教研 室 的 全 
体 教师 更 天 说 了 , 除了 组 织 学 生 去 中 学 见习 、 
实习 外 , 还 派 青年 教师 去 附中 兼 课 , 高 年 级 学 
生 中 还 成 立 了 初等 数学 课外 研究 小 组 . 在 联系 
中 学 过 程 中 , 我 系 结 识 了 许多 中 学 数学 老师 , 其 




















“本 文 作者 系 “ 国 家 贫困 地 区 义务 教育 工程 ”项 目 专家 组 顾问 ， 曾 任 华 东 师范 大 学 数学 系 常务 副 系 主任 、 教务 长 , 原 
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中 包括 多 位 当时 的 “和 名牌" 教师 . 他 们 都 盼望 华 
东 师 大 数学 系 早日 编辑 出 版 一 本 刊物 , 认为 这 
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来 , 恰 过 其 时 . 经 系 里 讨论 , 请 余 先生 担任 常务 
副 主 编 , 实际 上 刊物 编辑 工作 全 部 落 到 了 他 的 





是 推进 中 学 数学 教学 研究 , 提高 中 学 数学 教学 
质量 的 急需 . 广大 中 学 数学 教师 的 呼声 是 本 刊 
创办 的 催化 剂 ， 于 是 立刻 动手 筹办 ， 经 报批 、 
联系 出 版 社 成 立 编 委 会 、 组 稿 . 审 稿 . 发稿 等 
程序 ，《 数 学 教学 》 第 一 期 终于 在 1955 年 问世 . 
创刊 的 头 两 年 , 编辑 工作 几乎 由 孙 泽 瀛 先生 一 
手包 办 , 临时 雇佣 一 人 〈 即 金 曼 玲 女士 她 不 幸 
中 年 病逝 )， 负 责 收 稿 件 、 联系 出 版 社 、 送 稿 ` 取 
清 样 .结账 和 发 稿费 、 审 稿费 等 内 外 勤 工 作 ; 纺 
委 会 由 我 系 、 兄弟 高 校 数 学 系 的 资深 教授 、 教 
师 和 上 海 市 几 位 中 学 “名 牌 ” 教 师 组 成 , 孙 泽 演 
先生 任 主 编 , 每 年 召开 一 次 编 委 会 . 平时 , 编 
委 们 分 别 负责 审 稿 , 对 来 稿 提出 处 理 意见 ， 虽 
是 初创 时 期 , 但 寄 稿 人 多 半 是 资深 教授 ,专家 ， 
编审 工作 认真 , 流程 比较 规范 , 刊物 质量 较 高 . 
主要 困难 是 广大 中 学 数学 老师 还 不 知道 本 刊 
的 出 版 , 本 刊 宣传 也 不 够 , 主动 投稿 的 不 多 , 只 
是 约请 本 系 、 兄弟 学 校 数 学 系 和 部 悉 的 中 学 数 
学 名 师 扎 稿 , 遇 到 名 人 来 我 系 讲学 ,当然 要 请 
他 写 稿 , 钱 宝 天 教 授 的 文章 就 是 一 例 ,， 还 刊登 
本 系 高 年 级 学 生 的 一 些 作品 , 稿 源 很 紧缺 , 本 
拟 出 双月刊 , 但 为 了 保证 质量 , 1955 年 出 了 两 
期 , 1956 年 出 了 四 期 . 期 间 , 可 能 由 于 刊登 有 关 
几何 尺 规 作 图 的 文章 , 引 来 了 一 个 小 插曲 , 两 
年 时 间 里 收 到 不 少 自称 解决 了 “用 尺 规 将 任意 
角 三 等 分 问题 ”的 稿子 . 早已 证 明 不 可 能 的 事 ， 
而 去 盲目 求证 , 实在 是 浪费 宝贵 的 时 间 和 精力 . 
开始 , 孙 泽 沪 先 生还 是 请 几何 教研 室 同 志 认真 
作答 复 , 但 此 类 稿件 不 断 地 寄 来 , 实在 答 不 胜 
答 , 最 后 干脆 发 出 声明 完事 . 

1956 年 下 半年 , 余 元 希 先生 由 上 海中 学 调 
至 我 系数 学 教学 法 教研 室 任 教 , 他 精 于 初等 数 
学 , 具有 丰富 的 中 小 学 数学 教学 经 验 , 善于 总 
结 中 小 学 数学 教学 经 验 和 研究 教材 教 法 , 并 有 
很 强 的 写作 和 编撰 工作 能 力 , 办 事 认 真 负责 ， 
特别 是 融 悉 中 学 数学 界 同 行 . 这 时 正 值 孙 泽 演 
先生 忙于 系 行政 和 几何 研究 班 的 教学 工作 , 包 
办 本 刊 编辑 工作 实在 难以 为 继 . 余 元 希 先生 调 














肩 上 . 同年 初冬 本 刊 编 委 会 议 上 , 大 家 认为 , 形 
势 发 展 很 快 , 季刊 已 跟 不 上 形势 发 展 , 无 法 满 
足 读者 需求 . 决定 克服 困难 , 出 月 刊 . 由 于 包 
括 余 先生 在 内 , 大 家 都 是 在 完成 教学 科研 和 行 
政 、 社 会 工作 之 外 兼职 承担 编审 工作 的 , 又 要 
每 月 一 期 , 真是 难为 余 先生 了 . 当时 , 各 地 投 来 
稿件 倒 不 少 , 而 稿件 质量 参差 不 齐 , 能 用 的 不 
足 于 满足 每 月 刊物 版 面 之 需 , 经 常 出 现 临 近 发 
稿 还 缺 稿 的 情况 , 迫 于 无 奈 , 余 先 生 自 己 写 稿 
补缺 , 我 记得 他 曾 请 我 帮 他 做 过 这 种 “补缺 工 
作 . 余 先 生 为 本 刊 做 到 了 尽心 尽力 . 1958 年 后 ， 
余 元 希 先生 任 本 刊 主编 . 后 来 , 有 人 曾 批判 他 
利用 编辑 之 便 , 刊登 自己 的 东西 , 我 认为 这 种 
批判 很 不 公平 . 

“文章 ”期 间 ，《 数 学 教学 停刊.“ 文革” 后 
我 恢复 了 全 部 工作 . 其 时 , 拨乱反正 , 百 废 待 举 ， 
我 根本 没 想到 刊物 复刊 的 事 . 感谢 邹 一 心 同志 
向 我 提出 了 此 事 , 在 老 邹 的 提醒 敦促 下 , 我 当 
然 同 意 , 并 同系 主任 曹 锡 华 教授 等 系 领导 同志 
商议 , 得 到 大 家 同意 后 , 立即 向 校 领导 提交 了 
本 刊 复刊 的 报告 并 获准 . 本 刊 能 及 时 复刊 , 功 
劳 属于 老 邹 同志 . 复刊 后 , 分 一 心 同志 任 常 务 
副 主 编 , 他 积极 努力 地 进行 组 稿 工 作 , 几 遇 到 市 
里 或 全 国 性 的 有 关中 学 数学 教学 方面 的 会 议 ， 
他 都 争取 参加 , 以 便 组 稿 , 真是 见 颖 插 针 . 在 复 
刊 后 的 一 段 时 间 里 , 分 一 心 同志 总 是 将 每 期 刊 
物 的 稿件 做 认真 整理 , 在 发 稿 前 送 给 我 . 我 不 
是 主编 , 为 何 送 来 ? 老 邹 谨 是 把关", 于 是 我 
尽量 抽出 时 间 认 真 读 每 期 稿件 , 并 做 点 文字 修 
改 , 直到 我 离开 华东 师 大 去 教育 部 工作 为 止 . 

我 离开 数学 系 整整 27 年 了 , 感谢 《数学 教 
学 》 编辑 部 同志 们 与 我 保持 联系 , 赠送 给 我 刊 
物 . 感谢 之 余 , 我 道 向 刊物 提 点 希望 . 

一 是 现在 举国 上 下 正在 认真 实践 “三 个 代 
表 ” 重 要 思想 , 抓 住 机 遇 , 集中 力量 , 全 面 建设 
小 康 社会 , 坚持 科学 发 展 观 , 建立 和 谐 社会 , 并 
确立 了 向 西部 倾斜 政策 , 把 农村 教育 作为 发 展 
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交流 的 平台 


-一 庆 抽 《数学 教学 》 创 刊 50 周 年 


200041 上 海 市 教育 委员 会 教学 研究 室 张 福 生 * 


华东 师 大 数学 系 创 办 的 《数学 教学 》 杂志 
今年 已 经 50 周 岁 了 .一 个 人 如 果 进 入 到 50 岁 ， 
用 赞美 的 话说 , 称 之 为 “ 知 天 命 ”之 年 ; 在 现实 
生活 中 , 50 岁 却 是 步 入 老年 之 始 , 不 久 就 要 退 
休 了 . 但 《数学 教学 》 杂 志 却 由 于 办 刊 人 的 敬 
业 勤 业 乐 业 , 由 于 办 刊 方向 正确 , 内 容 丰 富 实 
在 , 所 以 几 十 年 来 , 尤其 是 近 十 几 年 来 , 越 来 越 
受到 读者 的 欢迎 , 越 来 越 焕发 出 青春 般 的 活力 . 

我 与 数学 教学 》 打交道 有 40 余 年 历史 , 记 
得 在 我 1959- 一 1964 年 就 读 于 华东 师 大 数学 系 
的 学 生 时 代 , 就 是 她 的 一 名 读者 . 近 二 十 余年 
来 , 我 在 担任 上 海 市 教研 室 数 学 教研 员 和 上 海 
市 教委 教研 室 副 主 任 、 上 海中 小 学 课程 教材 改 
革 委 员 会 办 公 室 副 主 任期 间 , 又 成 为 《数学 教 
学 》 杂 志 的 一 名 读者 兼作 者 , 也 受聘 担任 过 几 
届 编 委 . 在 亲身 经 历 中 , 我 深 深 感到 ，《 数 学 教 
学 》 杂志 已 经 成 为 上 海 和 全 国 数 学 课程 、 教 材 、 
教学 改革 中 沟通 情况 的 桥梁 , 交流 经 验 与 成 果 
的 平台 , 为 上 海 和 全 国 的 课程 教材 改革 和 教学 
改革 作出 了 积极 的 贡献 . 

我 认为 , “吸取 改革 的 营养 为 改革 服务 , 介 
绍 教 师 的 成 果 以 服务 于 教师 ”, 这 就 是 《数学 教 
学 》 之 所 以 有 活力 、 受 欢迎 的 根本 . 

1. 《数学 教学 》 几 十 年 如 一 日 地 热情 介绍 
上 海 和 全 国 数学 课程 .教材 与 教学 改革 的 情况 . 
上 世纪 90 年 代 初 , 上 海中 小 学 课程 教材 改革 刚 
刚 兴起 , 我 国 解放 后 第 一 套数 学 课程 标准 《上 
海 义 务 教育 数学 课程 标准 (征求 意见 稿 )》 和 
《上 海 高 级 中 学 数学 课程 标准 (征求 意见 稿 )》 





发 表 , 以 此 为 依据 编写 的 上 海 一 期 课 改 新 教材 
面世 , 并 在 卢湾 区 的 所 有 中 学 和 杨浦 区 的 所 有 
小 学 以 及 各 区 的 课 改 试验 学 校 试验 . 由 于 教材 
是 逐年 分 册 出 版 的 , 大 家 很 希望 了 解 新 教材 的 
整体 设计 ， 了 解 新 教材 教学 中 的 注意 点 ， 我 应 
编辑 部 要 求 , 写 了 介绍 上 海 一 期 课 改 数学 教材 
体系 改革 的 文章 , 就 改革 的 背景 ， 新 教材 的 改 
革 要 点 以 及 新 教材 教学 中 要 关注 的 问题 作 了 
说 明 . 几 年 中 ，《 数 学 教学 》 发 表 了 有 关 专 家 学 
者 很 多 介绍 新 教材 的 文章 , 上 海 数学 教材 主编 
陈 昌 平 教授 关于 上 海 新 编 数 学 教材 的 长 篇 文 
章 和 关于 国内 外 数学 教材 比较 研究 的 文章 , 影 
响 很 大 . 全 国 新 一 轮 课 改 和 上 海 二 期 课 改 在 新 
世纪 到 来 前 夕 拉 开 序幕 ，《 数 学 教学 》 又 大 量 
发 表 介 绍 新 课 改 理念 ,设想 , 课程 标准 要 点 , 改 
革 建 议 等 文章 , 鼓励 教师 展开 讨论 , 成 为 广大 
数学 教师 了 解 新 课 改 情况 的 桥梁 .学 习 新 课 改 
精神 的 导师 . 期 间 , 我 受 杂 志 百 花 齐 放 氛 围 的 
影响 , 在 分 一 心 、 赵 小 平 教授 的 鼓励 下 , 与 他 们 
合作 撰写 、 发表 了 借鉴 国内 外 经 验 、 改革 中 小 
学 数学 教材 的 文章 , 对 几何 和 统计 等 部 分 的 改 
革 提 出 一 些 设想 , 求教 于 读者 刊 友 , 引起 大 家 
的 关注 . 

2. 《数学 教学 》 积 极 交 流 上 海 和 全 国 数学 
教师 的 教学 经 验 . 每 期 《数学 教学 》 都 有 一 批 
关于 数学 教学 研究 . 解 题 方法 研究 和 教学 探索 
研究 的 经 验 文章 , 这 些 文章 , 涉及 内 容 丰 富 多 
彩 , 不 少见 解 独 特 精 彩 , 有 些 案例 令 人 叫绝 ! 我 
以 为 , 课 改 最 关键 、 最 艰巨 的 攻坚 在 课堂 . 课程 








“本 文 作者 现任 中 国教 育 学 会 中 学 数学 教学 专业 委员 会 学 术 委 员 会 副 主任 ， 中 国教 育 学 会 课程 专业 委员 会 副 理事 长 ， 
上 海 市 教育 学 会 中 小 学 数学 专业 委员 会 副 理事 长 ， 上海 市 教育 委员 会 教学 研究 室 和 上 海中 小 学 课程 教材 改革 委员 会 办 公 
室 顾问 . 曾 任 上 海 市 教育 委员 会 教学 研究 室 副 主任 , 上 海中 小 学 课程 教材 改革 委员 会 办 公 室 副 主任 . 
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理念 .课程 标准 、 新 编 教材 再 好 , 也 只 有 落实 到 
学 生 身 上 才能 发 挥 作用 , 而 课堂 教学 是 课程 教 
材 落 实 到 学 生 的 最 直接 的 渠道 . 课堂 教学 的 种 
种 有 效 、 高 效 的 做 法 从 哪里 来 ? 决 不 能 靠 课 程 
教材 编者 拍 脑 袋 编 出 来 , 也 不 能 靠 几 个 教学 专 
家 关门 想 出 来 , 只 能 靠 广 大 一 线 教师 在 课堂 教 
学 实践 中 逐步 探索 、 积 累 提炼 、 创 新 发 展 出 来 ! 
《数学 教学 》 的 每 期 都 有 几 篇 来 自 第 一 线 教师 
的 富有 独特 的 新 创见 解 与 做 法 的 文章 . 可 以 训 
不 夸张 地 说 , 几 十 年 来 , 《数学 教学 》 对 于 推进 
上 海 和 全 国 的 数学 教学 改革 确实 作出 了 重大 
贡献 , 特别 对 推动 广大 中 学 数学 教师 关注 和 实 
施 新 课 改 .新 教材 , 起 了 非常 积极 的 作用 . 

3. 《数学 教学 》 热情 支持 各 地 数学 教师 特 
别 是 边远 地 区 青年 教师 在 数学 教学 研究 中 的 
成 果 和 各 种 观点 , 真正 做 到 “不 拘 一 格 ”. 《 数 
学 教学 》 的 又 一 个 可 贵 之 处 , 是 编辑 的 眼睛 不 
是 只 盯 着 上 海 和 一 些 大 城市 , 不 是 只 想 着 名 牌 
学 校 和 名牌 教师 , 他 们 头脑 里 时 刻 想 着 我 国 广 
大 农村 和 边远 地 区 , 关心 困难 学 校 和 薄弱 学 校 
的 教师 , 不 仅 经 常 发 表 针 对 差异 .缩小 差距 、 改 
变 面貌 等 方面 的 经 验 , 还 经 常 发 表 名 不 见 经 传 
的 学 校 老 师 的 文章 , 交流 大 家 在 数学 教学 研究 
中 得 到 的 成 果 和 各 种 不 同 的 观点 . 我 的 母校 江 
苏 省 江阴 市 青 阳 中 学 , 地 处 一 个 小 镇 , 一 次 我 
竟然 在 《数学 教学 》 上 看 到 有 这 所 学 校 威 祥云 
老师 的 内 容 精 彩 的 文章 . 后 来 得 知 威 老师 被 授 
予 江苏 省 数学 特级 教师 称号 . 我 不 知 《 数 学 教 
学 》 发 表 文章 与 特级 教师 间 有 怎样 的 关系 , 但 
我 佩服 编辑 部 的 莫 眼 独 具 ! 我 想 , 几 十 年 来 , 象 
威 老师 这 样 受 到 《数学 教学 》 热情 支持 的 农村 、 
边远 地 区 学 校 的 数学 教师 特别 是 青年 教师 , 肯 
定 有 一 大 批 , 而 从 杂志 文章 的 阅读 中 获 益 的 教 
师 更 是 成 干 上 万 ! 

在 庆贺 《数学 教学 》 五 十 诞辰 之 际 , 我 还 想 
就 刊物 的 服务 方向 , 向 编辑 部 的 朋友 们 提出 三 
个 “立足 "的 建议 : 

第 一 ， 服 务 范 围 要 坚持 “立足 上 海 ;面向 全 
”. 上 海 是 一 个 海纳百川 .最 具有 文化 包容 性 
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的 城市 , 又 是 融入 全 国 、 服务 全 国 、 最 具有 文化 
辐射 力 的 城市 . 作为 这 个 城市 在 全 国有 影响 力 
的 数学 教学 专业 刊物 , 应 该 立足 上 海 , 面向 全 
国 . 第 一 , 要 积极 反映 上 海 课程 教材 改革 的 活 
跃 情况 和 有 关 文 章 , 吸引 全 国 专家 学 者 和 教师 
对 上 海 改 革 提 出 意见 和 建议 ; 第 二 , 要 发 表 更 
多 反映 全 国 新 一 轮 课 改 的 各 种 文章 , 交流 大 家 
的 经 验 和 问题 . 总 之 , 要 为 推进 上 海 和 全 国 的 
数学 课程 .教材 与 教学 改革 , 作出 应 有 的 更 大 
的 贡献 . 

第 二 , 服务 对 象 要 坚持 “立足 改革 , 服务 教 
师 ”. 《数学 教学 》 是 面 对 数 学 教师 的 刊物 , 而 
当前 数学 教师 特别 关注 的 焦点 , 就 是 数学 课程 
教材 和 教学 改革 的 实施 . 教师 的 问题 困惑 、 疑 
虑 , 都 在 改革 实践 中 发 生 , 也 需要 以 改革 的 实 
际 经 验 来 解决 . 因此 , 《数学 教学 》 必须 “立足 
改革 ”, 把 主要 篇 幅 用 于 反映 数学 课程 教材 教 
学 的 情况 、 经 验 与 问题 . 建议 在 庆贺 创刊 50 周 
年 之 际 , 向 读者 发 放 一 个 实在 的 问卷 , 做 一 次 
读者 “愿望 与 建议 ”的 全 面 调查 , 使 刊物 能 更 有 
针对 性 地 做 好 对 教师 的 服务 工作 , 真正 成 为 中 
学 数学 教师 感到 “有 用 有 效 ” 的 良师益友 . 

第 三 , 服务 内 容 要 坚持 “立足 课堂 , 扎根 教 
学 ”. 数学 教学 的 生命 力 在 课堂 . 当前 教师 最 迫 
切 的 需求 是 怎样 把 新 课程 的 理念 、 新 教材 的 设 
计 具 体 落 实 到 课堂 ,怎样 把 自主 学 习 、 合作 学 
习 、 探究 学 习 等 新 的 学 习 方 式 的 要 求 , 变 为 具 
体 的 课堂 教学 行为 . 《数学 教学 》 杂 志 要 立足 
课堂 , 扎根 于 第 一 线 教 师 的 教学 实践 , 多 反映 广 
大 数学 教师 在 课堂 教学 实践 中 实 实在 在 探索 、 
研究 的 文章 , 特别 是 课堂 教学 中 的 生动 案例 和 
相关 分 析 . 有 人 说 “细节 决定 成 败 ”, 我 以 为 , 在 
教学 中 , 至 少 可 以 说 是 “细节 决定 成 效 ”. 希望 
多 组 织 发 表 一 些 数学 课堂 教学 中 细节 性 但 极 具 
活力 的 短小 精 悍 的 案例 和 体会 文章 , 如 情景 的 
设计 .内 容 的 问题 化 . 设 问 和 讲评 等 等 , 还 可 以 
集中 反映 同一 内 容 不同 教 学 设计 和 教学 过 程 . 
最 后 , 祝 《 数 学 教学 》 永远 生根 于 数学 教学 
的 实践 中 , 开花 在 数学 教师 的 心中 , 迎 来 更 加 
辉煌 的 岁 岁 年 华 ! 
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《数学 教学 》 -一 理论 与 实践 的 有 机 结合 


710003 陕西 省 西 


1994 年 我 从 陕西 师范 大 学 毕业 时 , 恩师 李 
元 中 教授 向 我 推荐 了 三 本 数学 教育 杂志 , 其 中 
之 一 即 为 《数学 教学 ) . 记得 李 教 授 当 时 看 中 
她 的 原因 之 一 , 即 为 她 具有 理论 与 实践 相 结合 
的 特点 . 从 此 后 , 《数学 教学 》 就 成 为 了 我 的 良 
师 益友 , 1999 年 6 月 , 在 研究 生 导 师 罗 增 任教 
授 的 建议 下 , 我 抱 着 试 一 试 的 态度 , 将 自己 的 
一 篇 习作 一 “ 数 形 结合 与 数学 思维 品质 的 培 
养 ” 投 寄 给 了 她 . 8 月 22 日 , 我 意 想 不 到 地 收 到 
了 编辑 部 的 录用 函 , 当晚 , 我 高 兴 地 彻夜 未 眠 ; 
9 月 3 日 , 我 又 收 到 了 编辑 老师 寄 来 的 校对 稿 ， 
看 到 编辑 老师 对 于 一 个 普 普 通通 的 中 学 教师 
的 文章 子 以 了 彻头彻尾 的 “大 修 大 补 “ 之 后 , 我 
感动 得 热泪 一 眶 ; 10 月 15 日 , 我 如 愿 以 偿 地 收 
到 了 载 有 我 的 数学 教研 “处女作 "(《 数 形 结合 
中 的 常见 错误 》) 的 刊物 一 《数学 教学 》1999 
年 第 5 期 . 2000 年 初 , 我 又 有 幸 地 在 陕西 师 大 
聆听 了 《数学 教学 》 的 主编 .著名 数学 教育 专家 
-一 张 葛 宙 教授 所 做 的 报告 , 感触 颇 深 , 收益 菲 
浅 . 值 此 刊物 创刊 50 周 年 之 际 , 特 记述 我 与 好 
的 缘分 于 上 , 以 与 各 位 作者 、 读 者 以 及 编辑 老 
师 共勉 . 

1. 办 刊 宗旨 求 真 务实 一 富 理 于 例 而 又 与 
时 俱 进 . 

以 中 学 数学 教师 作为 阅读 对 象 的 刊物 在 全 
国有 40 余 家 , 但 是 相对 于 其 他 数学 教育 刊物 而 
言 ， 《数学 教学 》 的 最 大 特点 在 于 她 充分 重视 
了 数学 教学 理论 与 数学 教学 实践 的 有 机 结合 . 
这 一 点 可 以 说 得 到 了 包括 笔者 在 内 的 教学 第 
一 线 数学 教师 的 普遍 认可 . 

《数学 教学 》 求 真 务实 的 办 刊 宗旨 还 体现 
在 她 对 于 国内 外 数学 教育 信息 的 及 时 关注 , 例 
如 , 对 于 上 海 青浦 教改 实验 的 宣传 ， 址 界 数学 




















安 中 学 芒 党 胞 


教育 大 会 .全 国 高 师 数 学 教育 会 议 、 北京 数学 
家 大 会 的 报道 , 以 及 江 总 书记 澳门 求 征 几 何 题 
解 的 反馈 , 弗 赖 登 塔 尔 的 教育 思想 与 中 国之 行 
的 记载 , 一 些 著名 数学 家 , 如 华罗庚、 陈景润、 
陈省身 的 适时 报道 ; 等 等 , 这 些 内 容 都 得 到 了 
一 线 数学 教师 的 一 致 好 评 与 喜爱 . 

2. 编辑 态度 认真 负责 -一 心 系 读者 而 又 草 
重 作者 . 

多 年 来 ,，《 数 学 教学 》 对 于 来 稿 一 律 子 以 及 
时 回复 并 免费 退 稿 ; 对 于 定稿 , 编辑 老师 在 作者 
同意 的 前 提 下 , 大 都 进行 了 恰如其分 地 修改 、 润 
色 ; 在 对 定稿 反复 修改 、 多重 审核 的 前 提 之 下 ， 
该 刊 还 将 校对 稿 寄 子 作者 进行 校正 ; 2001 年 该 
刊 又 率先 设置 了 电子 邮箱 , 鼓励 电子 投稿 . 

3. 定稿 原则 质量 第 一 一 倾情 办 刊 而 又 不 
唯 名 利 . 

在 经 济 利 益 之 下 , 当前 有 些 刊 物 向 作者 索 
要 所 谓 的 “ 审 稿费 "编辑 费 "、“' 版 面 费 等 等 ; 
或 者 集资 办 增刊 , 筹 款 评论 文 ; 或 者 “大 家 ”来 
稿 不 拒 、 约 请 名 人 撰文 ; 等 等 , 这 些 不 正常 的 现 
象 在 地 处 经 济 发 达 地 区 一 -上 海 的 《数学 教学 》 
处 却 从 未 发 生 . 

4. 编 后 漫笔 富有 特色 一 实话 实说 而 又 针 
瑟 时 头 ， 

“ 编 后 漫笔 "作为 《数学 教学 》 的 一 个 特色 
栏目 向 来 都 是 广大 读者 的 最 爱 , 其 内 容 多 年 来 
一 直 受 到 中 学 一 线 老师 与 教研 员 的 厚爱 .该 
栏目 的 内 容 或 者 高 瞻 远 瞩 地 指导 教研 , 或 者 求 
真 务实 地 指导 教学 , 或 者 一 针 见 血 地 痛斥 时 次， 
或 者 联系 时 政 地 借 石 攻 玉 , 阅读 完毕 常常 给 人 
一 种 茅 塞 顿 开 、 欣然 开朗 之 感觉 . 

作为 《数学 教学 》 的 一 位 忠实 读者 , 我 诚 态 
地 希望 她 继续 苗 壮 成 长 , 发 扬 光 大 ! 
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一 份 杂志 与 一 方 天 地 


410300 


(数学 教学 ) 是 一 份 成 熟 的 数学 教育 教学 
杂志 , 她 定位 于 中 学 数学 教学 ,为 基础 教育 服 
务 ， 不 但 有 国际 国内 先进 的 数学 教育 教学 理 
论 , 还 有 数学 一 线 的 教学 案例 ; 不 但 关注 高 考 
与 中 考 , 还 关注 中 学 数学 解 题 研究 与 发 展 ; 不 
但 继承 了 传统 的 教育 教学 思想 ,还 在 数学 课 改 
的 浪头 种 浪 ， 与 时 候 进 ; 与 此 同时 ， 她 与 同类 
杂志 相 比 有 其 特色 : 其 一 是 其 中 许多 文章 是 平 
淡 中 见 新 奇 ， 例 如 2004 年 第 5 期 有 一 篇 题 为 
《合作 学 习 享受 思维 延伸 美 与 创新 美 ) 所 用 的 
材料 就 是 一 个 十 分 简单 的 三 角 恒等式 的 证 明 
求证 = ~ 二 sz ) ,而 作者 喜 老 师 
却 让 学 生 感受 到 人 洋 ”, 享受 到 美 " 读 来 确实 
让 人 折服 ; 其 二 是 每 期 的 编 后 漫笔 "是 一 个 特 
殊 的 快餐 , 读 后 让 人 回味 无 穷 , 余音 线 染 
作为 课堂 要 求 师 生 互动 , 那么 作为 杂志 ,我 
认为 要 多 与 读者 互动 让 编辑 与 读者 多 交往 

















湖南 省 浏阳 市 一 中 教育 集团 艺术 学 校 徐 树 成 


相互 学 习 , 相互 促进 , 以 图 全 国 整体 数学 教育 
教学 的 提升 , 以 期 实现 陈省身 先生 希望 的 中 国 
要 成 为 "二 十 一 世纪 的 数学 大 国 ”! 

同时 , 我 们 在 一 线 教 学 的 老师 有 许多 教学 
的 困惑 , 尤其 是 正 值 课 改 中 , 如 果 能 开设 一 个 
“ 解 惑 ?这样 的 栏目 , 并 请 有 关 专 家 评析 与 解答 ， 
我 相信 会 更 深 受 欢迎 . 

我 自己 也 写 了 几 篇 教学 文章 投 到 《数学 教 
学 》, 虽然 没有 被 刊 用 , 但 都 会 在 两 个 月 内 退回 
来 , 这 又 是 其 一 大 特色 . 每 每 收 到 退 稿 , 我 的 心 
情 是 复杂 的 , 一 方面 是 激动 , 她 不 是 散落 文稿 ， 
认真 对 每 一 位 热心 的 作者 , 让 作者 信赖 , 让 作 
者 安心 . 一 方面 是 感激 , 它 让 我 认识 到 自己 的 
不 足 与 差距 , 从 而 促使 我 更 加 努力 地 学 习 , 同 
时 也 有 一 份 淡淡 的 失落 感 . 总 之 , 这 将 默默 地 
激励 着 我 不 断 地 前 进 , 让 我 不 断 “ 充 电 ”, 把 闲 
暇 时 间 都 放 在 钻研 教育 理论 上 , 我 要 感谢 她 ! 





走 近 《数学 教学 》 
313000 浙江 省 湖州 市 第 一 中 学 黄 加 卫 


毕业 参加 工作 之 后 , 投稿 时 首选 是 母校 华 
东 师 大 的 《数学 教学 》 杂志 , 但 是 开始 的 投稿 
均 被 退 稿 , 这 对 自己 是 不 小 的 打击 . 但 这 种 打 
击 伴 随 的 是 一 种 安奈, 因为 毕竟 得 到 了 退 稿 通 
知 , 这 种 免费 退 稿 的 形式 在 我 国 的 数学 教育 类 
杂志 中 , 除数 学 教学 》 杂 志 外 我 至 今 还 没有 遇 
到 过 , 这 是 对 投稿 者 的 极 大 的 尊重 和 鼓励 . 很 
荣幸 , 本 人 的 一 篇 论文 终于 在 《数学 教学 》 杂 
志 2005 年 第 2 期 上 发 表 , 并 在 其 中 领略 到 杂志 
编 委 严肃 的 学 术 风 范 ， 用 稿 通知 一 稿件 专 投 
认定 一 稿件 发 表 时 间 一 -稿件 校对 一 -正式 发 








表 , 莫不 令 人 深 受 感动 和 教育 . 在 其 杂志 中 , 先 
进 的 国内 外 数学 教育 理念 的 介绍 .国内 外 各 类 
重要 数学 教育 会 议 的 报告 .别具一格 的 “ 编 后 省 
笔 " 等 栏目 无 不 令 人 回味 无 穷 . 

最 后 提出 几 点 建议 : 

1. 对 所 投稿 件 每 篇 均 回 复 的 传统 应 加 以 
保持 , 但 处 于 工作 量 、 经 济 上 的 考虑 , 不 妨 要 求 
投稿 者 尽量 使 用 电子 邮箱 投稿 . 

2. 适当 扩大 杂志 的 容 载 量 , 如 48 页 扩 至 
64 页 , 或 版 面 扩 至 A4. 

3. 适当 加 大 自身 的 宣传 力度 . 
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乐此不疲 


邹 一 心 


从 文革 后 的 1979 年 本 刊 正式 复刊 至 今 , 我 
俩 长 期 先后 担任 常务 副 主编 , 愉快 又 繁忙 地 伴 
随 杂 志 度 过 了 几 多 春秋 . 

可 以 想象 , 编辑 部 的 工作 有 的 还 很 琐碎 : 

对 初审 . 复审、 终审 通过 的 稿件 , 发 出 采用 
通知 , 并 请 作者 确认 非 一 稿 两 投 , 对 清 样 组 织 
三 校 , 并 同时 寄 原 作者 校对 ,最 后 寄 稿酬 及 赠 

对 未 采用 的 稿件 , 两 个 月 内 发 出 退 稿 通知 
并 免费 退还 原稿 ; 

对 读者 询问 , 有 问 必 答 ; 对 稿件 非 取 即 退 ， 
使 篇 篇 文章 有 着 落 ; 

在 同类 杂志 中 , 较 早 实施 电脑 排版 电脑 
作 图 , 并 开通 E-mail, 迎接 读者 电脑 赐 稿 . 











和 TAT 


(上 接 第 7-15 页 ) 
联系 , 怎样 能 证 明 BC = B'C' 呢 ?” 

“你 们 利用 了 假设 没有 ?假设 是 什么 ?” 

我 们 假定 4B//4'B', AC1//A'C'， 是 的 ， 
直到 现在 我 们 还 没有 利用 这 个 假设 .” 

“你 们 利用 到 全 部 的 假设 没有 ? 你 们 说 AB 
//4'B', AC//A'C'. 难道 这 些 线段 只 有 这 点 关 
系 吗 ?” 

“没有 ; 从 作 图 ， 4B 还 等 于 A'B'. 它们 之 
间 是 彼此 平行 而 且 相 等 ,4C 和 4'C' 之 间 也 是 
一 样 的 ” 

“两 条 等 长 的 平行 线 -一 这 是 
图 形 , 你 们 知道 它 吗 ?" 

“知道 的 , 这 是 平行 四 边 形 , 让 我 们 连接 4 
与 4, B 与 B,C 与 0'” 





个 很 有 趣 的 
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倾情 编辑 
六 重 义 





在 “按照 面向 世界 、 面 癌 未 来 .面向 现代 化 
的 指示 , 在 中 学 数学 教育 领域 内 研究 新 问题 ， 
交流 各 地 经 验 , 为 社会 主义 普 教 事 业 服 务 . 立 
足 上 海 , 面向 全 国 ” 的 本 刊 办 刊 方针 下 , 我 们 尽 
力 协 助 并 配合 主编 精制 如 下 三 道 菜 : “招牌 菜 
(人 无 我 有 )、 花色 菜 (人 有 我 优 )、 家 常 菜 ( 人 优 
我 精 )”, 从 中 乐 在 有 整 台 机 器 中 的 个 人 螺丝 钉 
作用 , 乐 在 有 他 人 成 果 暖 已 心 , 乐 在 生活 于 清 
水 衙门 (一 概 不 收 巧立名目 的 任何 附加 费 ) 而 坦 
然 自得 . 

正 因 如 此 , 能 化 昔 为 冉 , 乐 做 所 谓 “ 嫁 衣 ” 而 
乐 此 不 彼 . 

值 此 《数学 教学 》 五 十 周岁 生日 之 际 , 我 
们 要 衷心 感谢 广大 读者 对 我 们 的 长 期 支持 与 
爱护 , 渴望 今后 能 继续 加 强 “ 编 读 往 来 ， 对 我 
们 工作 中 存在 的 问题 和 缺点 能 不 音 指正 . 





TT 


“这 主意 倒 不 坏 , 在 你 们 的 图 形 里 这 时 有 
几 个 平行 四 边 形 ?” 

“有 两 个 是 立刻 可 证 明 为 平行 四 边 形 的 , 此 
外 还 有 一 个 好 象 是 平行 四 边 形 , 我 们 希望 能 够 
证 明 它 , 如 果 能 办 到 的 话 , 这 时 BC 和 B'C' 是 
这 平行 四 边 形 的 对 边 , 当然 相等 .” 

经 过 教师 的 启发 使 得 学 生 一 步 一 步 地 进行 
思考 , 一 直到 他 们 能 想到 BCC'B' 是 平行 四 边 
形 为 止 , 解决 这 问题 的 设计 阶段 算是 完成 了 . 
以 下 的 实施 阶段 是 比较 容易 完成 的 , 只 要 把 设 
计 过 程 详细 写 出 来 就 成 了 .从 上 例 的 一 段 对 
话 , 我 们 不 难看 出 教师 是 如 何 地 帮助 学 生 进行 
思维 活动 , 说 得 更 具体 一 点 , 是 如 何 地 帮助 学 
生 分 析 问 题 . 学 生 经 过 这 样 的 训练 , 就 会 培养 
他 们 的 解 题 能 力 , 这 正 是 数学 教学 所 要 达到 的 
目的 . 





7-10 数学 教学 


2005 年 第 7 期 


编者 按 “ 孙 泽 瀛 先生 (1911-1981) 是 我 国 著名 的 数学 家 和 数学 教育 家 . 1932 年 毕业 于 浙江 大 
学 , 后 赴 日 本 帝国 大 学 研究 生 院 深造 , 主 修 微分 几何 . 1937 年 回国 , 先后 在 山东 大 学 、 浙 江 大 学 、 
四 川 大 学 、 重 庆 大 学 任教 . 1947 年 由 著名 数学 家 陈省身 的 关心 , 他 在 美国 印第安 那 大 学 获得 博士 
学 位 . 1949 年 新 中 国 诞生 ,和 孙 泽 瀛 先生 又 回 到 祖国 . 1951 年 受命 筹建 华东 师范 大 学 数学 系 ,并 担 
任 系 主任 . 直到 1958 年 , 去 江西 大 学 主持 建立 了 江西 大 学 数学 条 , 并 在 那里 工作 到 生命 的 最 后 一 
息 . 在 华东 师 大 数学 系 担 任 系 主任 期 间 ， 孙 泽 瀛 先生 不 但 为 数学 系 建立 了 最 时 的 课程 体系 , 还 特 
别 关 注 中 小 学 的 数学 教育 , 创办 了 《数学 教学 》, 并 担任 《数学 教学 》 杂 志 的 第 一 任 主编 . 本 文 是 
孙 泽 瀛 先生 在 《数学 教学 》 创刊 号 (1955 年 第 1 期 ) 上 为 中 学 教师 撰写 的 一 篇 文章 , 今天 我 们 重读 
五 十 年 前 的 这 篇 文章 , 仍 能 深切 感受 到 老 一 区 数学 家 、 教 育 家 对 基础 教育 的 细致 入 微 的 关爱 . 


中 学 数学 教师 如 何 对 学 生 进行 启发 


中 学 数学 教学 的 主要 目的 是 给 学 生 以 数学 
的 基础 知识 , 并 且 培 养 他 们 应 用 这 种 知识 来 解 
决 各 种 实际 问题 所 必需 的 技能 . 为 了 这 项 目的 ， 
就 得 训练 学 生 的 独立 工作 能 力 . 说 得 更 具体 一 
些 , 就 是 训练 他 们 如 何 独立 地 进行 思考 去 解决 
问题 . 要 想 做 好 这 件 工作 , 要 依靠 教师 如 何 去 
帮助 学 生 . 帮助 太 多 ， 任 何 问 题 都 给 学 生 解 决 
了 , 那么 , 学 生 就 会 闲 得 不 去 进行 思考 , 教学 的 
目的 就 不 能 达到 ; 帮助 太 少 , 学 生 就 会 感到 无 
从 着 手 , 因此 就 望 而 生 上 发 , 退缩 不 前 了 . 怎样 才 
算是 恰到好处 的 帮助 呢 ? 这 就 是 本 文 所 要 讨论 
的 问题 . 

教师 在 把 数学 的 基础 知识 传授 给 学 生 后 ， 
就 必须 帮助 他 们 牢固 地 掌握 这 些 知 识 , 灵活 地 
运用 这 些 知识 . 要 达到 这 项 目的 , 教师 的 帮助 
要 富 于 启发 性 . 怎样 才 是 启发 性 的 帮助 呢 ? 这 
就 要 教师 设身处地 站 在 学 生 的 立场 , 了解 学 生 
的 情况 , 懂得 他 们 正在 进行 的 思维 过 程 , 逐步 
地 诱导 而 不 是 越 租 代 记 地 蔡 他 们 进行 思维 . 这 
正 像 教 小 孩子 初学 走路 一 样 要 带 着 走 , 不 可 以 
抱 着 走 , 才 可 以 培养 出 小 孩子 的 走路 本 领 . 
此 , 所 请 启发 性 的 帮助 , 简单 说 来 , 就 是 结合 学 
生 的 脑力 劳动 进行 有 含蓄 的 , 有 目标 的 帮助 . 





启发 性 的 帮助 主要 是 靠 提 问 方式 来 进行 ， 
因此 , 要 达到 有 含蓄 的 .有 目标 的 帮助 , 就 得 在 
提问 中 表现 出 这 两 种 精神 . 那么 , 所 请 有 含蓄 
的 有 目标 的 提问 又 是 怎样 的 呢 ? 

含 蘑 的 提问 指 的 是 提问 内 容 的 一 般 性 与 
提问 词句 的 简明 性 . 例如 问 “ 未 知 的 东西 是 什 
么 “条 件 是 什么 %” “你 能 不 能 找 出 一 个 与 本 
问题 有 关 的 问题 ?” 等 等 , 这 些 提问 的 词句 简单 
明了 ; 同时 , 这 些 提问 的 内 容 非 常 广泛 概括 , 在 
解决 任何 问题 时 都 可 以 应 用 到 . 与 这 相反 的 ， 
例如 问 “ 你 能 不 能 应 用 勾 股 定理 ?” 语 句 虽 然 也 
简明 , 可 是 它 仅 能 应 用 于 某 种 特殊 问题 ， 这 就 
失去 了 一 般 性 而 不 成 为 有 含蓄 的 提问 了 . 为 了 
谨 明 含蓄 性 的 提问 的 好 处 , 那么 , 就 让 我 们 来 
看 看 没有 含蓄 性 的 提问 有 什么 坏处 . 

仍旧 拿 “ 你 能 不 能 应 用 勾 股 定理 ?” 这 一 提 
问 作为 例子 吧 ! 当 教 师 这 样 地 提问 时 , 他 的 用 
意 是 好 的 , 亟 欲 蔡 学 生 解 决 问题 . 可 是 这 一 帮 
助 是 太 多 了 , 有 以 下 几 点 的 坏处 : 

(1) 如 果 一 个 学 生 已 快 接近 于 问题 的 解决 
了 , 他 当然 明白 这 一 提问 所 包含 的 启示 意义 , 可 
是 他 已 不 需要 这 项 帮助 了 . 反之 , 一 个 学 生 离 
开 问题 的 解决 还 远 得 很 的 时 候 , 他 就 很 可 能 完 
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全 不 明白 这 一 提问 的 作用 . 因此 这 一 提问 并 不 
能 帮助 那些 急需 帮助 的 学 生 . 

(2) 如 果 这 一 提问 的 启示 意义 是 被 了 解 了 ， 
那么 , 它 把 所 有 的 秘密 都 显露 出 来 ， 留 给 学 生 
要 做 的 事 就 太 少 了 . 

(3) 这 一 提问 的 启示 意义 太 狭 险 , 就算 学 
生 能 利用 它 来 解决 目前 的 问题 , 可 是 对 于 解决 
以 后 的 问题 ,他 是 毫 无 所 得 , 这 样 的 提问 失掉 
了 训练 的 作用 . 

(4) 就 算 学 生 懂得 这 提问 的 作用 ,可 是 他 
很 难 体会 到 教师 赁 什么 会 想到 它 的 . 学 生 本 人 
怎样 才能 够 独立 地 想到 它 的 . 看 起 来 这 提问 太 
不 自然 了 , 就 好 象 变 魔 术 似 的 突然 就 提出 , 这 
样 进行 当然 也 就 失掉 训练 的 作用 . 

下 面 让 我 们 谈 到 有 目标 的 提问 , 什么 目标 ? 
那 就 是 达到 使 学 生 能 独立 地 解决 问题 的 目标 . 
要 达到 这 项 目标 , 首先 就 得 对 解决 问题 的 步 双 
进行 分 析 , 看 看 必须 具备 那些 步 又 才 可 以 训练 
学 生 独 立地 解决 问题 的 能 一 般 讲 来 ， 解 
决 问 题 有 四 个 主要 的 步骤 , 那 就 是 “了 解 "、“ 设 
计 ”、“ 实 施 ”、“ 讨 论 ”, 分 别 说 明 如 下 : 

(一 ) 所 谓 “ 了 解 ”, 那 就 是 彻底 地 明了 问题 
的 涵义 , 不 懂得 问题 的 意义 就 进行 解答 , 这 是 
最 愚蠢 的 事 . 不 理会 问题 的 要 求 就 进行 工作 ， 
这 是 最 鲁 葬 的 事 . 像 这 样 的 事 , 是 经 稼 地 发 现 
的 ; 因此 , 教师 就 有 责任 纠正 这 些 行动 , 主要 的 
方式 是 通过 提问 的 方式 来 纠正 . 

首先 , 问题 中 的 词句 , 学 生 要 搞 清 楚 . 然后 
要 能 指出 问题 中 的 主要 部 分 : 什么 是 未 知 的 或 
所 求 的 ?什么 是 已 知 的 或 假设 的 ?什么 是 条 
件 ? 学 生 必须 很 清楚 地 掌握 这 些 问 题 中 的 主 
要 部 分 . 如 果 需 要 作 图 的 话 , 他 就 得 画 一 个 图 ， 
在 图 上 指明 哪些 是 未 知 的 , 哪些 是 已 知 的 . 在 
必要 时 , 还 得 用 记号 分 别 地 注 明 这 些 部 分 . 除 
去 上 面 三 种 提问 能 帮助 学 生 掌 握 问 题 中 的 主 
要 部 分 外 , 还 有 一 种 提问 有 时 也 很 起 作用 , 那 
就 是 : 条 件 是 否 充 分 ? 

为 了 具体 地 说 明 上 述 的 提问 如 何 进行 , 让 
我 们 举 出 一 个 简单 的 问题 为 例 : 已 知 长 方 体 的 
长 度 、 宽度 与 高 度 , 试 求 长 方 体 对 角 线 的 长 . 
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为 了 使 得 学 生 彻 底 明 了 这 问题 的 意义 , 教 
师 的 提问 与 学 生 的 回答 应 如 下 面 所 进行 : 

什么 是 未 知 的 ? 

长 方 体 对 角 线 的 长 . 

什么 是 已 知 的 ? 

长 方 体 的 长 度 、 宽 度 与 高 度 . 

利用 适当 的 记号 来 标明 这 些 已 知 量 与 未 知 
量 . 例如 说 用 a、b、c 分 别 表示 长 方 体 的 长 、 宽 、 
高 ; 用 zx 表示 未 知 量 ; 那么 x 与 a、b、c 间 的 条 件 
如 何 ? 

一 个 长 方 体 , 它 的 长 宽 、 高 分 别 为 a、b、 <， 
这 时 它 的 对 角 线 之 长 为 x. 

这 个 问题 是 不 是 可 解 的 ? 那 也 就 是 说 : 来 
决定 未 知 量 , 我 们 的 条 件 是 否 充 分 ? 

是 充分 的 . 因为 晓得 了 a、b、c, 就 可 决定 这 
个 长 方 体 ; 长 方 体 决定 了 , 它 的 对 角 线 也 就 决 
定 了 . 

(二 ) 设计 或 称 为 分 析 , 是 解决 一 个 问题 的 
中 心 工作 , 问题 之 能 否 解决 , 就 看 设计 是 否 成 
功 . 这 一 步 工作 有 时 是 烦 难 的 , 可 是 思维 的 训 
练 也 主要 地 就 在 这 一 步 . 我 们 说 对 于 一 个 问题 
的 解决 无 从 着 手 , 就 是 指 找 不 到 一 个 解决 的 计 
划 , 学 生 最 需要 帮助 的 也 就 是 这 一 步 工 作 . 要 
想 有 效 地 帮助 学 生 培养 设计 的 能 力 , 教师 就 得 
设身处地 想 一 想 , 假使 他 本 人 是 一 个 学 生 , 赁 
他 的 经 验 , 如 何 克 服 问题 的 难点 而 达到 解决 的 

当然 , 如 果 基 础 知识 和 欠缺 的 话 ,我们 就 得 
不 出 解决 问题 的 好 方案 , 如 果 基 础 知识 完全 没 
有 的 话 , 那么 就 根本 无 从 解决 问题 . 解决 问题 
的 好 方案 是 根据 以 往 的 经 验 以 及 所 获得 的 知 
识 而 得 到 的 . 但 是 仅 赁 记忆 罗列 出 许多 以 往 的 
经 验 与 知识 而 不 加 以 适当 地 选择 , 这 等 于 摆 一 
个 杂货 摊 仍 无 补 于 问题 的 解决 . 造 房子 得 要 材 
料 , 但 是 有 了 材料 而 不 选择 那些 能 配合 需要 的 ， 
房子 仍旧 造 不 起 来 的 . 解决 数学 问题 的 材料 是 
我 们 以 前 所 获得 的 数学 知识 , 例如 已 经 证 明 过 
的 定理 , 已 经 作 过 的 练习 题 等 等 . 为 了 要 学 生 
知道 选择 哪些 需要 的 材料 , 教师 就 可 以 这 样 地 
进行 启发 性 的 提问 : 你 们 能 不 能 找 出 一 个 与 本 
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问题 有 关 的 问题 . 

感到 困难 的 是 在 一 般 情况 下 有 关 的 问题 可 
有 许多 , 那么 , 怎样 在 许多 有 关 的 问题 中 选 出 
一 个 或 几 个 对 于 本 问题 的 解决 确实 是 起 作用 
的 . 因此 , 在 这 种 情况 下 , 教师 更 应 作 如 次 的 启 
发 : 你 们 已 经 知道 什么 是 要 求 的 对 象 , 现在 你 
们 能 不 能 想 出 一 个 熟悉 的 问题 含有 同样 或 相 
似 的 要 求 对 象 ? 

如 果 这 时 能 找 出 一 个 已 熟悉 的 问题 和 现在 
的 问题 密切 有 关 , 那 是 再 好 没有 了 . 现在 就 要 
向 学 生 提 示 是 否 能 利用 这 相关 的 问题 , 因此 我 
们 还 要 问 : 这 就 是 你 们 所 熟悉 而 且 与 本 问题 有 
关 的 问题 , 你 们 能 利用 它 吗 ? 

如 果 不 垃 , 上 面 的 提问 还 不 能 启发 学 生 解 
决 问题 . 这 情况 的 发 生 或 许 由 于 的 确 找 不 出 一 
个 直接 有 关 的 问题 , 教师 得 更 进一步 启发 . 这 
时 他 可 以 提问 : 你 们 能 找 出 一 个 比 现在 的 问题 
更 一 般 化 的 问题 吗 ? 或 者 更 特殊 化 的 问题 吗 ? 
如 果 去 掉 一 部 分 的 已 知 条 件 , 所 求 的 对 象 是 如 
何 变动 的 ? 

经 过 上 面 的 提问 , 原来 的 问题 已 经 转换 了 
面貌 , 这 等 于 说 转换 成 为 新 的 问题 了 . 对 于 这 
新 问题 也 许 是 学 生 以 前 所 知道 的 , 当然 用 不 着 
另外 解决 ; 否则 , 还 得 要 学 生 解 决 这 新 问题 . 
此 , 这 时 要 提问 : 你 们 既然 无 法 解决 原来 的 问 
题 , 现在 有 法 解决 这 有 关 的 新 问题 吗 ? 

遇 到 一 种 较 繁 难 的 问题 , 有 时 得 经 过 好 几 
次 的 转换 与 变形 . 为 了 使 得 学 生 不 要 因此 而 转 
移 了 目标 , 所 以 还 得 趁机 拉 回 到 本 题 , 这 时 我 
们 可 以 问 : 你 们 利用 了 所 有 的 已 知 对 象 吗 ? 利 
用 了 所 有 的 条 件 吗 ? 

让 我 们 仍旧 用 前 面 那个 简单 的 问题 为 例 来 
说 明 ! 当 学 生 彻底 了 解 问题 之 后 , 如 果 教 师 注 
意 到 他 们 对 问题 的 解决 无 从 着 手 , 这 时 就 要 进 
行 启发 性 的 帮助 了 . 下 面 用 :……… 表示 对 提问 
答 不 出 时 学 生 的 沉默 . 

“你 们 能 找 出 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ?” 

“你 们 已 经 知道 什么 是 要 求 的 对 象 , 现在 你 
们 能 不 能 想 出 一 个 芍 悉 的 问题 含有 同样 的 要 求 
对 象 呢 ?” 





2005 年 第 7 期 


“好 吧 , 什么 是 要 求 的 对 象 呢 ?” 

长方体 的 对 角 线 ” 

“你 们 晓得 一 个 问题 含有 同样 的 要 求 对 象 
吗 ?” 

“不 晓得 , 我 们 还 没有 学 过 任何 关于 长 方 体 
对 角 线 的 问题 .” 

“你 们 晓得 一 个 问题 含有 相似 的 要 求 对 象 
吗 ?” 

“你 们 总 知道 对 角 线 是 一 个 线段 , 难道 你 们 
就 没有 学 过 未 知 量 是 一 个 线段 的 问题 吗 ?” 

“ 啊 ! 晓得 的 , 我 们 曾经 解决 过 那 一 类 的 问 
题 , 例如 求 直角 三 角形 的 一 条 边 .” 

“好 ! 这 就 是 你 们 所 熟悉 而 且 与 本 问题 有 
关 的 问题 , 你 们 能 利用 它 吗 ?” 

“你 们 已 经 找到 一 个 与 本 问题 有 关 的 问题 ， 
你 们 不 想法 利用 它 吗 ? 引进 补助 线 试 试看 , 可 
不 可 以 利用 六 

“大 家 注意 , 你 们 所 知道 的 有 关 问 题 是 与 三 
角形 有 关 的 , 现在 在 你 们 的 图 形 里 有 什么 三 角 
形 吗 ?” 

当然 我 们 希望 这 一 提示 足够 帮助 学 生 在 他 
们 的 图 上 找 出 一 个 直角 三 角形 出 来 , 使 要 求 的 
对 角 线 刚巧 是 直角 三 角形 的 弦 . 可 是 教师 还 要 
防 到 最 坏 的 情况 , 那 就 是 学 生 在 上 述 的 启发 中 ， 
还 没有 想到 解决 问题 的 方案 . 这 时 他 得 进行 更 
显明 的 启发 . 

“现在 要 引 一 条 补助 线 使 得 你 们 的 图 里 面 
含有 一 个 直角 三 角形 , 你 们 会 引 吗 ?” 

“你 们 所 要 求 的 是 长 方 体 的 对 角 线 , 现在 在 
图 里 面 得 出 的 直角 三 角形 和 所 求 的 对 角 线 有 什 


么 联系 呢 ?” 
2 
a 
b 


图 1 
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根据 学 生 的 实际 情况 , 这 样 或 多 或 少 的 启 
发 帮助 了 学 生 想 出 一 个 解决 问题 的 方案 . 他 们 
晓得 所 引进 的 补助 图 形 就 是 那个 直角 三 角形 ， 
直角 三 角形 的 弦 就 是 所 求 的 长 方 体 的 对 角 线 
(图 1), 如 果 学 生 从 这 里 就 晓得 全 部 问题 的 解 
决 , 那 就 是 说 : 他 们 的 设计 过 程 是 完成 了 . 以 
后 就 要 进行 实施 阶段 了 . 和 否则, 教师 还 要 论点 
时 间 去 启发 . 

“你 们 已 经 晓得 : 要 求 长 方 体 的 对 角 线 , 就 
得 求 直角 三 角形 的 弦 , 这 条 弦 怎 样 求 呢 ?” 

“利用 勾 股 定理 来 计算 它 .” 

“不 错 , 如 果 晓 得 了 两 条 直角 边 就 可 以 求 出 
弦 , 但 是 现在 的 直角 边 是 什么 呢 ?” 

“一 条 直角 边 是 已 知 的 , 那 就 是 c， 另 一 条 
直角 边 据 我 想 , 是 可 以 求 出 来 的 , 啊 ! 对 了 , 另 
一 条 直角 边 是 另 一 直角 三 角形 的 弦 .” 

“好 极 了 ! 你 们 现在 完成 了 设计 步 缀 .” 

(三 ) 实施 是 把 上 面 设 计 过 程 的 步 双 细 致 地 
写 出 来 , 这 一 步 工 作 要 比 设计 工作 容易 得 多 , 在 
进行 中 要 细心 . 如 果 学 生 把 设计 工作 完全 掌握 
了 , 这 时 他 们 可 以 不 需要 教师 帮助 , 不 过 还 要 
防 到 学 生 把 他 们 所 设计 的 思维 过 程 忘记 了 . 这 
种 情况 一 般 发 现在 学 生 的 设计 没有 经 过 自己 
的 独立 工作 而 是 由 教师 片面 地 把 计划 定 出 了 . 
因此 在 设计 过 程 中 , 教师 的 帮助 一 定 要 有 分 寸 , 
否则 就 会 剥夺 了 学 生 的 独立 思考 , 而 发 生 上 述 
忘记 设计 步骤 的 情况 . 为 了 使 学 生 确 实 相信 他 
们 所 设计 的 思路 不 错 , 教师 还 得 要 求学 生 复查 
他 所 实施 的 每 一 步骤. 这 时 他 可 以 提问 : 你 们 
能 够 看 出 这 一 步 是 正确 的 吗 ?” 或 者 当 教 师 对 
学 生 的 了 解 程度 尚 有 疑虑 时 , 他 更 可 以 加 重地 
提出 : 你 们 能 证 明 这 一 步 是 正确 的 吗 ? 

让 我 们 仍旧 继续 前 面 的 例 吧 ! 学 生 在 设计 
过 程 中 得 出 了 解决 问题 的 方案 , 他 们 看 出 一 个 
直角 三 角形 , 它 的 弦 就 是 所 求 的 未 知 量 X, 它 
的 一 条 直角 边 就 是 已 知 的 高 c, 另 一 条 直角 边 
是 底面 的 对 角 线 . 为 了 方便 起 见 , 学 生 会 想到 
用 字母 y 来 表示 另 一 条 的 直角 边 , 那 就 是 分 别 
以 a、5 为 边 的 底面 的 对 角 线 . 从 这 里 他 们 看 出 
原 问 题 转移 到 一 个 新 问题 了 , 在 这 新 问题 里 的 
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未 知 量 是 y， 最 后 , 从 一 个 直角 三 角形 考虑 到 
另 一 直角 三 角形 , 他 们 得 到 x? = ?十 0, Y= 
a2 十 02. 

因此 , 将 作为 补助 用 的 未 知 量 y 约 去 后 , 就 
有 ZX? 二 a 十 十 02, T= 二 V2 十 中 十 2. 

在 学 生 这 一 系列 的 进行 中 , 教师 不 必 去 打 
搅 他 们 , 但 有 时 得 要 求 他 们 复查 每 一 步 又 是 否 
正确 . 例如 问 :“ 你 们 能 确实 地 看 出 来 以 Z、%、 
c 为 边 的 三 角形 是 一 个 直角 三 角形 吗 ?” 

对 于 这 一 提问 , 学 生 可 能 很 老实 地 回答 说 
“是 的 ”>， 如果 教师 发 觉 学 生还 有 些 犹 光 时 , 他 
得 追问 : “你 们 能 证 明 这 个 三 角形 是 直角 三 角 
形 吗 ”7 当然 在 进行 最 后 一 个 提问 时 , 学 生 应 该 
先 有 一 些 立体 几何 的 知识 . 

(四 ) 讨论 阶段 是 解 题 的 最 后 一 个 步 又 , 它 
是 为 了 巩固 已 得 的 成 果 , 为 了 发 展 学 生 的 联系 
能 力 , 当 学 生 完 成 了 设计 , 制订 了 方案 , 写 出 了 
步骤, 得 出 了 解答 , 似乎 以 下 就 没有 事情 可 做 
了 . 但 是 一 个 好 的 教师 还 得 使 学 生 巩 固 他 们 所 
获得 的 成 果 , 利用 他 们 所 获得 的 成 果 , 发 展 他 
们 所 获得 成 果 . 这 些 要 求 固然 可 以 通过 作业 来 
完成 , 但 是 在 解 题 之 后 , 即时 地 由 教师 启发 , 来 
进行 推论 , 更 觉 亲 切 , 而 且 容 易 收 到 效果 . 这 时 
教师 可 以 进行 如 此 的 提问 : 在 结果 里 你 们 能 看 
出 什么 ? 你 们 能 不 能 利用 其 他 的 方法 得 出 这 同 
样 的 结果 呢 ? 你 们 能 利用 所 得 的 结果 吗 ? 你 们 
能 利用 现在 所 采取 的 解 题 方法 来 解决 其 他 的 
问题 吗 ? 

仍旧 采用 前 面 一 贯 的 例 , 学 生 可 以 得 出 了 
一 个 关于 长 方 体 的 对 角 线 的 公式 

Z 一 Va2 十 好 十 c2. 

“从 这 个 公式 里 , 你 们 能 看 到 什么 ? 假如 a、 
b、c 两 两 交换 , 这 公式 改变 吗 ? 假如 a、b、c 内 有 
一 个 等 于 0, 这 公式 变 成 了 什么 ? 假如 长 方 体 
的 长 、 宽 、 高 以 同样 的 比例 增加 , 它 的 对 角 线 的 
长 怎样 变 呢 ? 

“你 们 能 不 能 利用 其 他 的 方法 得 出 这 同样 
的 结果 呢 ? 如 果 从 原 图 形 里 不 用 前 面 的 办 法 
找 出 直角 三 角形 而 找 出 另外 的 图 形 作为 补助 
图 形 , 去 求 长 方 体 的 对 角 线 之 长 , 你 们 看 看 是 
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可 能 的 吗 ? 

通过 这 样 的 启发 , 学 生 也 许 能 看 出 在 原 图 
形 里 包含 一 个 矩形 , 那 条 要 求 的 对 角 线 刚好 是 
这 和 矩形 的 对 和 角 线 , 因此 问题 就 转变 为 求 矩 形 对 
角 线 的 问题 了 . 这 就 让 学 生 晓 得 除 前 面 所 说 的 
方法 外 , 还 有 另外 的 方法 可 以 解决 问题 . 这 样 
丰富 了 学 生 的 观察 能 力 与 联系 能 力 . 

“你 们 能 利用 所 得 的 结果 吗 ? 你 们 能 利用 
现在 所 采取 的 解 题 方法 来 解决 其 他 的 问题 吗 ?” 

例如 有 一 个 平 顶 的 建筑 物 , 顶 是 一 个 甜 形 ， 
长 为 16 公 尺 , 宽 为 10 公 尺 . 在 中 心 立 一 根 旗杆 
长 6 公 尺 , 为 了 支持 这 根 旗杆 , 在 顶点 下 1 公 尺 
的 地 方 用 四 条 等 长 的 铁 缆 分 别 系 在 屋顶 的 四 
角 , 问 每 条 铁 缆 长 几何 ? 学生 可 以 利用 前 题 的 
结果 , 设想 有 一 个 长 方 体 , 8 公 尺 长 , 5 公 尺 宽 ， 
5 公 尺 高 ; 那么 以 a = 8, = 5, c = 5 代 进 所 得 
的 公式 里 , 就 求 得 缆 长 z = V114 公 尺 . 或 者 还 
可 以 利用 前 题 的 方法 , 设想 在 屋顶 上 有 一 个 竖 
立 的 直角 三 角形 , 缆 长 刚巧 是 这 个 直角 三 角形 
的 弦 . 

这 种 提问 既 可 以 使 学 生 巩固 他 们 所 学 得 的 
方法 与 结果 , 而 且 还 可 以 使 数学 问题 和 实际 应 
用 结合 起 来 , 通过 这 样 的 训练 去 培养 他 们 联系 
实际 的 能 力 . 

以 上 已 经 把 解决 问题 的 四 个 主要 步 又 以 及 
在 进行 的 过 程 中 如 何 启发 作 了 一 个 概括 的 人 氢 
述 . 以 下 再 举 两 个 例子 来 说 明 它 . 

例 1 在 已 知 三 角形 内 作 一 个 正方 形 , 它 
有 两 个 顶点 在 三 角形 的 底 边 上 , 其 他 两 个 顶点 
分 别 在 三 角形 的 另外 两 条 边 上 . 

“什么 是 未 知 的 (或 所 求 的 )?” 

“一 个 正方 形 ”. 

“什么 是 已 知 的 ?” 

“一 个 已 知 的 三 角形 , 此 外 没有 别 的 了 ”. 

“条 件 是 什么 ?” 

“正方 形 的 四 个 顶点 必须 在 三 角形 的 三 边 
上 , 两 个 顶点 在 底 边 上 , 另外 两 个 顶点 分 别 在 
其 他 两 边 上 .” 

“你 们 想 想 , 要 作 一 个 正方 形 满足 这 些 条 
件 , 有 没有 可 能 ?” 
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“我 想 是 可 能 的 , 但 不 敢 确 定 .” 
“这 样 , 这 题目 对 于 你 们 不 是 马上 就 可 以 解 
决 的 了 . 如 果 你 们 不 能 解决 这 个 问题 , 试 试看 
先 解决 有 关 的 问题 . 你 们 能 作 一 正方 形 满 足 一 
部 分 的 条 件 吗 ?7 

“什么 叫 一 部 分 的 条 件 ?” 

“我 们 的 条 件 是 关于 正方 形 的 顶点 的 . 正 
方形 有 几 个 顶点 ?22 

“四 个 ”. 

“所 谓 部 分 的 条 件 指 的 是 少 于 四 个 顶点 , 例 
如 说 三 个 或 两 个 顶点 所 满足 的 条 件 . 在 原 条 件 
内 去 掉 一 部 分 条 件 , 也 就 是 说 条 件 放宽 一 点 , 这 
样 是 不 是 容易 作 图 ?7 

“这 样 是 容易 一 些 , 我们 可 以 作 一 个 正方 
形 , 它 的 两 个 顶点 在 三 角形 的 边 上 一 或 者 三 
个 顶点 在 三 角形 的 边 上 .” 

“把 图 作出 来 ”学生 作 图 2. 

“你 们 这 个 图 是 在 条 件 放宽 的 情况 下 作出 
来 的 . 所 求 的 图 形 是 不 是 确定 了 呢 ?” 
“如 果 只 有 三 个 顶点 在 三 角形 的 边 上 , 这 个 





图 2 图 3 
正方 形 不 能 确定 .” 

“好 ! 再 作 一 个 图 来 说 明 你 们 的 意思 .” 

学 生 作 图 3. 

“你 们 说 过 在 条 件 放宽 的 情况 下 , 正方 形 不 
能 确定 , 那么 它 是 怎样 地 变化 呢 ?” 

“正方 形 的 三 个 顶点 在 三 角形 的 边 上 , 第 四 
顶点 本 来 应 该 照 原来 条 件 所 规定 的 也 在 三 角形 
的 边 上 ; 而 此 时 并 不 在 边 上 , 照 你 们 所 讲 的 , 这 
正方 形 不 能 确定 , 也 就 是 说 它 可 以 变化 , 第 四 
顶点 当然 也 跟着 变化 , 这 第 四 个 顶点 怎样 地 变 
化 呢 ?” 

“你 们 多 画 几 个 正方 形 试 试看 , 这 些 正方 形 
有 三 个 顶点 在 三 角形 的 边 上 , 正好 象 你 们 上 面 
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所 画 的 一 样 . 你 们 想 想 看 这 时 第 四 顶点 所 成 的 
轨迹 应 当 怎 样 ?” 


经 过 这 一 连 串 的 启发 , 使 得 学 生 非 常 接近 
于 问题 的 解决 了 . 如 果 他 们 能 看 出 这 轨迹 是 一 
条 直线 , 那么 , 问题 算是 完全 解决 了 , 解 题 的 设 
计 过 程 也 就 完成 了 . 

例 2 有 不 在 同一 平面 内 的 两 个 角 , 它们 
的 对 应 夹 边 分 别 平行 而 且 同 向 , 证 明 这 两 个 角 
相等 . 

“假设 是 什么 ?” 

“不 在 同一 平面 内 的 两 个 角 , 它们 的 对 应 边 
互相 平行 而 且 同 向 .” 

“结论 是 什么 ?” 

“两 个 角 相等 .” 

“ 画 一 个 图 , 引进 适当 的 符号 .” 

学 生 作 图 44. 





图 4 

“现在 利用 你 们 所 引进 的 符号 再 说 一 遍 : 
假设 是 什么 ”” 

“4A、B.C 和 4、B'.C' 不 在 同一 平面 内 . 
AB/A'B', AC1/A'C' 而 且 A4B 和 A'B', AC 和 
4C" 是 同 向 的 

“结论 呢 ?” 

“ZBAC = LB'A'C'.” 

“你 们 想 想 看 , 以 前 学 过 的 定理 中 有 没有 同 
样 结论 的 呢 ”” 

“如 两 个 三 角形 重合 , 它们 的 对 应 角 相 等 ” 

“很 好 ! 你 们 晓得 了 一 个 与 本 问题 有 关 的 
定理 , 你 们 能 利用 它 吗 ”” 

“还 想不到 怎样 去 利用 .” 

“你 们 不 会 画 上 补助 线 使 它 可 以 被 利用 
吗 ?” 

“你 们 刚才 所 提 到 的 定理 是 关于 两 个 重合 
的 三 角形 , 在 你 们 的 图 上 有 三 角形 吗 ?” 
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“没有 , 但 是 我 们 可 以 引出 三 角形 , 连接 B、 
C 和 B'、C'， 就 得 出 两 个 三 角形 ， 人 ABC 与 
人 A'B’'O’” 

“好 极 了 , 但 是 引出 这 些 三 角形 是 为 了 什 
么 ?” 

“为 了 证 明 结论 , LBAC = LB'A'C'.” 

“好 ! 你 们 要 证 明 这 两 个 角 相等 , 需要 哪 一 
类 的 三 角形 ?” 

“重合 的 三 角形 . 是 的 , 我 们 可 以 选择 B、C 
和 BO', 使 得 4B = 4'B', AC = A'C' (如 
图 5).” 


图 5 

“很 好 ! 现在 你 们 想 要 证 明 什么 ?” 

“要 证 明 A4BCE2 和 A4B'C， 如 果 这 件 
事 能 够 证 明 , 那么 , 结论 ZBAC = 人 LB'4'C 马 
上 就 得 出 了 .” 

“对 ! 你 们 现在 有 了 新 的 目标 , 这 目标 是 指 
着 新 的 结论 . 想 想 看 , 你 们 学 过 的 定理 中 有 没 
有 同样 的 结论 呢 ?” 

“ 当 两 个 三 角形 的 三 边 对 应 相等 时 , 它们 就 
重合 .” 

“很 好 , 你 们 现在 有 了 一 个 熟悉 的 定理 对 于 
证 明 目 前 的 结论 是 有 关 的 , 你 们 能 利用 它 吗 ?” 

“如 果 晓 得 了 BC = B'C' 就 可 以 利用 它 .” 

“对 ! 现在 你 们 想 做 什么 ?” 

“要 证 明 BC = B'O'” 

“ 想 想 看 , 有 没有 什么 熟悉 的 定理 含有 相同 
结论 的 呢 ?” 

“平行 四 边 形 的 对 边 彼此 相等 , 但 是 看 不 出 
来 怎样 去 利用 它 .” 

“你 们 不 会 引进 一 些 补助 线 使 得 它 可 以 被 
利用 吗 ?” 

“你 们 看 , 在 图 形 里 如 果 BC 和 B'C' 没 有 
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正确 认识 变换 在 几何 教学 中 的 作用 
一 对 华东 师 大 版 初中 数学 教材 变换 内 容 编 排 的 认识 
200032 上 海 市 徐汇 区 教师 进修 学 院 李 安 


全 日 制 义 务 教育 数学 新 课程 强调 了 图 形 与 
变换 的 内 容 , 突出 了 变换 在 图 形 认 识 过 程 中 的 
作用 . 事实 上 , 几何 变换 思想 促进 了 几何 学 的 
发 展 , 强化 变换 有 助 于 改进 几何 教学 , 变换 思 
想 利于 学 生 创 新 意识 的 形成 。 华东 师范 大 学 
出 版 社 出 版 的 初中 数学 教材 突出 变换 地 位 , 强 
化 变换 的 工具 作用 的 处 理 方式 , 较 好 地 落实 了 
数学 新 课程 的 要 求 , 并 体现 了 教材 编写 的 特色 ， 
在 此 谈 谈 个 人 的 理解 与 体会 . 

一 .教材 中 几何 变换 内 容 的 处 理 

1. 独立 成 章 , 自 成 一 体 

图 形 与 变换 的 内 容 主要 包括 图 形 的 轴 对 
称 、 图 形 的 平移 .图形 的 旋转 和 图 形 的 相似 轴 
对 称 变换 ,平移 变换 和 旋转 变换 是 保持 两 点 间 
距离 不 变 的 变换 , 都 是 合同 变换 和 保 距 变换 , 这 
种 变换 不 改变 图 形 的 大 小 和 形状 . 相似 变换 改 
变 图 形 的 大 小 , 但 不 改变 图 形 的 形状 . 数学 新 
课程 要 求 “ 让 学 生 借助 图 形 的 直观 探索 轴 对 称 、 
平移 ,旋转 和 图 形 相似 的 基本 性 质 ”. 

华东 师 大 版 数学 教材 很 好 地 落实 了 数学 新 
课程 的 要 求 , 把 四 种 变换 按照 学 生 接受 的 难 易 
程度 , 分 为 三 章 内 容 逐 步 展 开 . 第 9 章 介绍 轴 
对 称 , 第 11 章 介绍 平移 与 旋转 , 第 18 章 介绍 图 
形 的 相似 . 这 几 章 内 容 分 别 在 七 年 级 下 、 八 年 
级 上 和 八 年 级 下 . 这 种 独立 成 章 的 编排 一 方面 
使 内 容 相 对 完整 , 便于 学 生 的 学 习 ; 男 一 方面 
也 要 求教 师 在 教学 实践 中 对 变换 内 容 要 给 予 
足够 的 重视 . 

独立 成 章 地 编排 变换 内 容 , 并 不 是 要 求 介 
绍 严密 的 变换 定义 , 然后 从 定义 出 发 来 研究 变 
换 的 性 质 , 形成 严密 的 关于 变换 的 知识 体系 . 
华东 师 大 版 数学 教材 对 每 章 变 换 内 容 的 处 理 








是 不 追求 知识 体系 的 严密 性 , 而 是 让 学 生 通 过 
实例 认识 变换 , 理解 变换 的 性 质 并 能 运用 变换 
解决 问题 . 如 轴 对 称 一 章 , 从 生活 中 的 轴 对 称 
入 手 , 让 学 生 初 步 认 识 轴 对 称 , 然后 介绍 简单 
的 轴 对 称 图 形 、 画图 形 的 对 称 轴 \ 画 轴 对 称 图 
形 等 等 , 使 学 生 对 轴 对 称 的 认识 逐步 深入 . 

2. 结合 图 形 , 理解 变换 

教材 不 是 为 了 介绍 几何 变换 而 讲 变换 , 而 
是 强调 变换 作为 图 形 认 识 的 工具 ， 这 种 思想 
在 教材 中 主要 从 两 个 方面 体现 , 一 是 从 实例 出 
发 结合 实验 操作 引入 几何 变换 的 概念 , 让 学 生 
的 思维 从 静态 的 图 形 转向 动态 的 变化 , 如 旋转 
变换 , 先 从 日 常生 活 中 的 实例 , 从 单 摆 的 摆动 
出 发 , 使 学 生 对 旋转 有 一 个 初步 的 形象 , 然后 
通过 “ 试 一 试 "让 学 生 进 行 操作 , 发 现 旋转 的 特 
征 . 教材 的 这 种 做 法 则 在 让 学 生体 会 用 运动 变 
化 的 观点 或 思想 观察 和 分 析 周 围 的 事物 , 并 逐 
步 内 化 为 学 生 认识 事物 和 解决 问题 的 方法 . 

另外 一 方面 的 体现 是 每 一 种 变换 都 以 某 一 
种 图 形 作为 载体 来 研究 , 也 就 是 说 利用 变换 的 
特征 来 探索 或 研究 一 些 图 形 的 性 质 . 如 在 教材 
中 第 9 章 直接 把 轴 对 称 和 等 腰 三 角形 结合 起 来 ， 
等 腰 三 角形 的 特征 是 利用 轴 对 称 的 特征 探索 出 
来 . 再 如 教材 在 第 11 章 介绍 平移 与 旋转 以 后 
在 第 12 章 就 讲 平行 四 边 形 , 而 平行 四 边 形 的 特 
征 就 是 利用 平移 和 旋转 的 特征 来 得 到 , 教材 中 
先 通 过 让 学 生 操 作 , 认识 到 平行 四 边 形 是 中 心 
对 称 图 形 , 然后 利用 中 心 对 称 图 形 的 特征 , 得 
到 平行 四 边 形 的 对 边 相 等 对 角 线 相互 平分 等 
特征 . 

这 种 结合 图 形 来 研究 某 种 几何 变换 的 方式 
强化 了 变换 的 作用 , 同时 比较 具体 , 学 生 比较 














2005 年 第 7 期 
容易 理解 ; 反 过 来 , 学 生 对 相应 的 图 形 认 识 也 
比较 深刻 , 从 静态 的 理解 到 动态 的 认识 . 

3. 联系 实际 , 拓宽 应 用 

华东 师 大 版 教材 处 理 变换 内 容 的 特点 还 体 
现在 让 学 生 利 用 变换 进行 图 案 设 计 方 面 . 如 教 
材 中 轴 对 称 一 章 中 设置 了 设计 轴 对 称 图 案 一 
节 内 容 , 让 学 生 认 识 到 商标 、 衣料 图 案 和 众多 
日 用 品 上 的 美丽 图 案 中 有 许多 轴 对 称 图 形 , 并 
介绍 了 利用 轴 对 称 设 计 图 案 的 方法 . 再 如 平移 
与 旋转 这 一 章 中 阅读 材料 中 介绍 了 古代 建筑 
中 的 旋转 对 称 图 案 , 并 在 习题 中 介绍 了 通过 平 
移 构成 的 美丽 图 案 等 .在 图 形 相 似 这 一 章 中 ， 
教材 提供 了 关于 “分 形 ” 的 阅读 材料 , 使 学 生 了 
解 雪花 曲线 , 从 而 认识 自 相似 图 形 . 

利用 变换 设计 图 案 是 十 分 有 趣 的 实践 活 
动 , 让 学 生 自 己 动手 设计 和 创造 优美 的 图 案 ， 
不 仅 能 熟悉 各 种 变换 的 特征 , 而 且 可 以 更 好 地 
发 挥 学 生 的 主动 性 和 创造 性 , 改变 学 几何 就 是 
做 证 明 题 的 状况 . 在 这 样 的 活动 中 , 学 生 真 切 
地 感受 图 形变 换 的 乐趣 和 价值 , 激发 出 学 好 变 
换 、 用 好 变换 的 积极 性 和 创造 性 , 同时 , 也 增强 
了 学 好 几何 的 自信 心 . 

二 、 值 得 深入 探讨 的 问题 

这 种 利用 变换 来 处 理 几 何 内 容 的 方法 , 打 
破 了 传统 初中 数学 教材 几何 部 分 用 公理 化 思 
想 一 统 天 下 的 局 面 , 使 几何 教学 改革 有 所 突破 . 
但 在 目前 的 教学 实践 中 所 产生 的 问题 , 必须 引 
起 我 们 高 度 的 重视 , 并 要 在 实践 中 加 以 解决 . 

1. 与 传统 教材 的 衔接 问题 

课程 改革 是 综合 性 很 强 的 改革 , 步子 太 大 ， 
不 容易 让 大 多 数 人 接受 , 改革 常常 失败 ; 而 步 
子 太 小 , 又 体现 不 出 改革 的 力度 , 达 不 到 改革 
的 效果 . 用 变换 的 思想 来 处 理 几 何 内 容 , 可 以 
说 是 在 传统 教材 的 基础 上 迈 出 了 一 大 步 . 但 受 
习惯 思维 的 影响 , 从 目前 的 实际 情况 看 , 不 少 
人 并 不 接受 这 种 改变 . 有 的 人 认为 它 忽视 了 数 
学 的 逻辑 体系 , 削弱 了 基础 知识 和 基本 技能 等 
等 ; 还 有 的 教师 不 按 教材 的 编写 , 随意 更 改 内 
容 的 前 后 顺序 , 仍 按 传统 的 处 理 方 式 来 进行 教 
学 . 
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因此 , 为 使 改革 在 健康 和 可 持续 的 轨道 上 
进行 , 找到 和 传统 教材 处 理 的 结合 点 , 使 人 们 
能 接受 并 逐步 适应 这 种 变化 是 当务之急 . 

2. 如 何 把 握 变换 运用 的 度 

教材 中 对 于 变换 思想 的 处 理 , 一 方面 是 让 
学 生 掌 握 这 种 思想 方法 , 另 一 方面 是 用 它 来 解 
决 问题 有 些 内 容 用 变换 处 理 恰 到 好 处 , 如 对 
于 等 腰 三 角形 的 底 角 相等 的 探索 . 有 些 内容 用 
变换 处 理 操作 起 来 却 很 复杂 , 如 用 变换 来 得 到 
两 组 对 边 分 别 相等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 这 
一 结论 , 将 非常 麻烦 而 用 传统 的 三 角形 全 等 
的 方法 来 处 理 , 则 非常 简单 . 因此 , 如 何 把 握 变 
换 运 用 的 度 , 很 值得 我 们 进行 深层 次 的 思考 . 

另外 , 用 变换 处 理 还 存在 着 语言 表达 问题 . 
因 考 虑 到 学 生 的 接受 程度 , 各 种 变换 并 没有 给 
出 明确 的 概念 , 而 是 采用 一 种 描述 性 的 说 法 , 各 
种 变换 性 质 的 得 到 也 是 用 一 种 简单 说 理 的 方式 
给 出 . 这 样 造 成 的 问题 是 表述 不 清 或 表述 过 于 
繁琐 , 学 生 不 能 接受 或 难以 接受 . 

清楚 界定 变换 运用 的 范围 和 引进 一 些 精练 
规范 的 语言 来 描述 各 种 变换 的 操作 过 程 , 将 有 
助 于 变换 内 容 的 学 习 . 

3. 例题 、 练 习题 和 习题 的 设置 

初 一 、 初 二 的 教材 中 有 许多 图 形 的 属性 是 
运用 图 形 的 变换 进行 推导 的 , 而 在 例题 、 练 习 
题 和 习题 中 则 用 所 获得 的 图 形 的 属性 进行 严 
密 的 推理 . 并 没有 要 求学 生 用 变换 的 语言 解答 
问题 , 也 就 是 说 图 形变 换 的 操作 性 描述 仅 反映 
在 教材 正文 的 叙述 中 , 这 样 的 做 法 有 利于 逻辑 
推理 思想 的 培养 , 也 便于 教师 的 教 , 学 生 的 学 . 
然而 , 这 样 的 做 法 也 可 能 会 给 学 生 造 成 错觉 , 认 
为 变换 思想 仅仅 是 用 来 推导 书本 上 结论 , 平时 
做 题 时 不 需要 用 , 也 不 必用 . 

因此 , 要 使 学 生 真正 能 把 变换 作为 一 种 有 
力 的 工具 , 还 应 考虑 配置 一 定数 量 的 能 让 学 生 
自己 探索 并 寻找 结论 的 题目 , 使 变换 的 思想 内 
化 为 一 种 重要 的 思考 问题 的 方法 . 

4. 教师 的 培训 问题 

教师 是 课程 改革 成 功 的 关键 . 一 个 新 的 思 

(下 转 第 7-2 页 ) 
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对 概率 教学 的 几 点 思 
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现行 的 高 中 数学 教材 中 增加 了 不 少 对 教 
师 来 说 从 未 教 过 的 内 容 . 概率 就 是 其 中 之 一 ， 
尽管 大 多 数 高 中 数学 教师 在 大 学 都 学 过 《概率 
论 》, 但 并 不 意味 着 能 较 深刻 地 掌握 高 中 所 涉 
及 的 内 容 . 因此 笔者 联系 自己 的 教学 实际 写 下 
本 文 . 

一 、 事件 的 分 类 和 概率 的 定义 

对 于 纷繁 的 自然 现象 和 社会 现象 , 从 结 
能 否 确定 的 角度 分 两 大 类 :确定 事件 和 不 确定 
事件 .确定 事件 包含 必然 事件 和 不 可 能 事件 ， 
不 确定 事件 如 果 存 在 统计 规律 性 即 为 随机 事 
件 . 必然 事件 和 不 可 能 事件 不 管 在 事件 发 生前 
还 是 发 生 后 其 结果 都 是 确定 的 . 随机 事件 是 在 
事件 未 发 生前 对 事件 结果 无 法 预知 . 

一 个 随机 事件 的 发 生 既 有 随机 性 (对 单 次 
试验 而 言 ), 又 存在 着 统计 规律 (对 大 量 重复 试 
验 而 言 ), 从 哲学 的 观点 讲 , 这 是 偶然 性 与 必然 
性 的 对 立 统一 . 在 这 里 要 注意 强调 大 量 重复 试 
验 这 个 前 提 . 在 引入 概率 定义 以 后 , 要 注意 强 
调 概率 是 频率 的 稳定 值 , 因为 这 是 中 学 生 容易 
和 弄 错 的 许多 问题 的 根源 . 例如 可 以 这 样 问 学 生 
一 个 问题 :一 个 随机 事件 发 生 的 概率 为 让, 结 
果 某 人 在 一 次 试验 中 , 试验 了 100 次 , 结果 发 生 
了 12 次 , 这 可 能 吗 ? 再 问 学 生 , 这 个 人 试验 了 
100 次 是 不 是 结果 一 定 发 生 了 10 次 呢 ? 在 此 可 
举例 子 :我 省 某 地 区 举办 福利 彩票 发 行 现场 会 ， 
广告 宣传 中 奖 率 为 20%, 日 一 等 奖 数额 很 诱 人 . 
一 位 农民 看 到 现场 不 时 传 来 中 奖 的 喜讯 , 于 是 
做 着 发 财 梦 去 摸 奖 , 最 后 连 家 中 的 牛 卖 了 也 没 
中 一 次 奖 . 让 学 生 讨论 这 个 问题 , 深刻 理解 “中 
奖 率 为 20%” 的 含义 , 引导 学 生 用 一 种 理性 、 平 
和 、 寅 有 爱心 的 心态 对 待 现实 生活 中 的 各 种 播 
奖 事情 , 激发 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 , 提高 他 们 

















解决 实际 问题 的 能 力 . 

二 、 逆 命 题 不 能 成 立 的 几 个 命题 

课本 中 指出 随机 事件 4 的 概率 的 范围 是 
0 < P(A) < 1, 必然 事件 的 概率 为 1, 不 可 
能 事件 的 概率 为 0. 再 提出 这 样 一 个 问题 :一 个 
随机 事件 4 有 了 (4) = 0, 能 否 得 出 4 为 不 可 
能 事件 ? 对 这 个 问题 的 解释 应 回 到 概率 的 定义 
上 (定义 本 身 也 是 求 概率 的 基本 方法 ). 概率 为 
频率 的 稳定 值 , 因此 P(A4) = 0 并 不 能 得 出 “4 
为 不 可 能 事件 不 可 能 事件 指 不 管 试 验 多 少 
次 , 每 次 结果 事件 4 发 生 的 频率 都 为 0. 例如 : 
在 直角 坐标 系 ZOy 中 , 点 C 的 坐标 为 (2.0) 4 
为 线段 0C 上 一 点 ( 见 图 1), 则 随机 地 在 CC 上 
选 一 点 , 结果 选中 4 点 的 概率 为 0, 但 不 能 说 明 
没有 可 能 选中 4 的 事件 的 发 生 . 同样 , P(A) = 
1, 也 不 能 得 出 4 为 必然 事件 .事件 4 与 已 互 
斥 , 则 P(4.B) = 0; 事件 4 与 为 对 立 事 件 ， 
则 P(4 十 B) = 1. 这 些 命题 的 逆 命 题 也 是 不 
成 立 的 . 


y 





ee 
O 1A 27 
图 1 

例题 : 若 随 机 事件 4、B 发 生 的 概率 均 不 
等 于 0, 且 P(A+B)= P(4) + P(B), 则 事件 
四 坊 的 关系 沿 汪 ( ) 

(A)4 与 已 是 互 斥 的 ; 

(B)4 与 鼠 是 不 互 斥 的 ; 

(C)4 与 已 是 独立 的 ; 

(D)4 与 已 是 不 独立 的 . 

分 析 : 对 任意 的 事件 4. 已 , 总 有 P(4 十 互 ) 
=PU)+TPLB)-P4.DB); 由 条 件 知 忆 4 十 
B) = P(A) + P(B), 所 以 P(4.:B) = 0, 又 
因为 P(A) > 0, P(B) > 0, 所 以 P(A.B)z 
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P(4) . P(B), 因此 答案 为 (D). 此 题 不 能 依据 
P(A4A.B)=0, 得 出 4 与 妃 互 斥 . 

三 、 不 同 条 件 下 求 事件 的 概率 

课本 上 只 对 互 斥 事件 4 与 B, 有 一 个 公式 
P(A+B) = P(A) + P(B), 对 相互 独立 的 
事件 4 与 B, 有 一 个 公式 P(A4.: B) = P(A4)- 

P(B). 这 样 的 前 提 条 件 的 限制 会 让 学 生 的 思 
路 变 得 很 窗 , 解决 综合 性 问题 的 范围 缩小 . 实 
际 上 教师 在 教 完 后 应 作 拓 展 , 可 以 这 样 去 做 : 

设 事件 4 与 B 互 斥 ,“A 十 已 "含义 为 事件 

4 发 生 或 事件 妃 发 生 ; “4 . B” 含 义 为 事件 4 

与 事件 B 都 发 生 . 用 韦 恩 图 (如 图 2) 解释 , 学 生 

不 难得 出 P(A4 + B) = P(A) + P(B); P(A- 
B) = 0 这 样 的 结论 . 


图 2 

再 设 事 件 4 与 BB 相互 独立 , 则 有 了 P(A: B) 
二 P(A) . P(B). 此 时 学 生 不 难得 出 

P(A+B)= P(A)+ P(B)— P(A.B) 

= P(A)+ P(B)— P(A). P(B) 

= P(A)+ P(B)(1 — P(A)) 

=1— P(A)+ P(B)(A) 

=1— P(A)P(B). 

进一步 还 可 以 鼓励 学 生 再 分 析 A.B、A. 
+4.B 等 事件 在 4、B 互 斥 或 相互 独立 的 情 
况 下 的 概率 . 总 结 如 下 表 : 


P(A) + P(B) oe 0 


四 、 互 斥 事件 与 相互 独立 事件 的 关系 

1. 互 斥 事件 与 相互 独立 事件 的 相同 点 和 
不 同 点 

相同 点 为 都 是 描述 两 个 事件 的 关系 . 不 同 
点 有 两 个 , 一 是 从 定义 出 发 , 二 者 针对 问题 的 
角度 不 同 , 一 个 针对 能 不 能 同时 发 生 , 男 一 个 
是 针对 有 没有 影响 . 二 是 从 试验 的 次 数 来 区 别 ， 











P 
A 





P(A.B+A.B) 
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互 斥 事件 是 就 一 次 试验 下 出 现 的 不 同事 件 , 相 
互 独立 事件 是 就 两 次 或 多 次 不 同 试验 下 出 现 
的 不 同事 件 . 

2. 互 斥 事 件 与 相互 独立 事件 的 联系 

“ 豆 斥 ”的 两 事件 可 以 是 相互 独立 的 “相互 
独立 ”的 两 个 事件 也 可 以 是 互 斥 的 . 例如 :一 个 
盒子 中 放 有 3 只 红 球 2 只 黑 球 , 现 从 中 任 取 一 
球 ， 事 件 4: 摸 出 的 是 红 球 ; 事件 B: 措 出 的 是 
黑 球 . 显然 4 与 BB 不 能 同时 发 生 , 即 4 与 妃 互 
斥 , 而 此 时 4 与 也 是 相互 独立 的 (注意 必然 
事件 、 不 可 能 事件 与 任何 事件 都 是 相互 独立 
的 , 这 点 用 相互 独立 事件 的 定义 很 容易 理解 ). 

现在 有 这 样 的 一 个 结论 : 当 A、B 都 不 是 
不 可 能 事件 时 , 事件 4 和 5B 为 互 斥 事件 , 则 事 
件 4 与 一定 不 是 相互 独立 事件 (因为 4 发 生 
BB 就 不 能 发 生 , A 对 B 的 发 生 有 影响 ); 事件 4 
和 召 为 相互 独立 事件 , 则 事件 4 与 BB 一 定 不 是 
互 斥 事件 (因为 4 和 BB 无 影响 , 所 以 A4 和 B 可 
以 同时 发 生 ). 当 A、B 至少 有 一 个 是 不 可 能 
件 时 , 事件 4 和 5B 为 互 斥 事件 , 则 事件 4 与 B 
一 定 是 相互 独立 事件 ; 事件 4 和 B 为 相互 独立 
事件 , 则 事件 4 与 BB 一 定 是 互 斥 事件 . 

这 个 结论 可 以 这 样 证 明 : 

如 果 A 为 不 可 能 事件 , 那么 P(4) = 0. 

“* P(A)+ P(B)= P(B), 

1— P(A).P(B) 

=1—[1— P(A)] :ll1— P(B)] = P(B), 

“. P(A)+ P(B)=1— P(A).P(B). 

可 见 ， 当 4 为 不 可 能 事件 时 , 在 互 斥 和 独 
立 不 同 的 条 件 下 结果 恒 相 等 . 

如 果 事 件 BB 是 不 可 能 事件 , 则 同样 可 证 . 

如 果 事 件 4 与 妃 都 不 是 不 可 能 事件 ， 即 
P(A) > 0, P(B) > 0, 那 么 1-P(L4).P(B) = 
1-1-P4lTIL-PB) = P(A)+P(B)- 
P(A). P(B) # P(A) + P(B). 

这 就 证 明了 若 事件 4 和 召 为 相互 独立 事 
件 , 则 事件 4 与 妃 一 定 不 是 互 斥 事件 ; 若 事件 
A 和 BB 为 互 斥 事件 , 则 事件 4 与 一定 不 是 相 
互 独立 事件 . 

其 它 类 型 的 事件 都 可 以 同 理 去 证 明 . 
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一 个 值得 回味 的 填 数 问题 
325600 浙江 省 乐清 市 第 二 中 学 (华东 师范 大 学 数学 系 教育 硕士 ) 陈 素 
317000 浙江 省 台州 学 院 朱 卫 平 


“数学 的 发 展 一 再 证 明了 “问题 是 数学 的 心 
脏 *'”. 趾 间 题 是 数学 的 开始 . 因此 , 可 以 通过 
问题 的 解决 来 鼓励 学 生 敢 于 探索 与 思考 . 我 们 
所 引用 的 问题 的 开始 可 以 是 一 个 老 问题 , 也 可 
以 是 在 与 别人 的 谈话 中 偶尔 涉及 到 的 一 个 想 
法 , 或 是 刚刚 被 证 实 的 一 些 理论 . 这 些 问题 犹 
如 一 个 个 “故事 ”. 在 解决 的 过 程 中 故事 也 正 向 
我 们 娓 刀 道 来 . 

下 面 是 在 一 党 问题 探究 课 中 所 涉及 的 六 
圆 填 数 问题 , 这 是 一 个 值得 回味 的 数学 问题 . 
这 个 问题 看 起 来 似曾相识 , 但 是 否 能 用 出 点 新 
意 来 呢 ? 我 们 在 指导 学 生 独 立 探 索 的 过 程 中 ， 
学 生 认 为 他 们 有 所 收获 , 不 少 同学 认为 自己 也 
能 “创造 数学 数学 并 不 是 遥 不 可 及 的 . 

问题 :有 没有 可 能 把 1、2、3、4、5、6 这 
六 个 数字 填 在 图 1 中 的 六 个 圆 中 , 使 三 角形 每 
边 上 三 个 数字 之 和 相等 . 








一 、 大 胆 的 试验 

这 个 六 圆 填 数 问题 并 没有 现成 的 公式 可 以 
用 , 学 生 的 感觉 是 不 知 从 何 入 手 . 这 时 老师 给 
予 的 应 是 或 励 和 信心 . 告诉 学 生 :“ 大 胆 地 根据 
直觉 去 尝试 , 甚至 不 必 担 心 所 用 的 方法 是 不 是 
数学 方法 .” 对 于 一 个 问题 刚 开始 我 们 所 得 出 
的 往往 只 是 猜测 而 已 , 或 许 第 一 个 猜测 是 不 对 
的 , 但 这 往往 是 问题 的 开始 . 很 快 学 生 就 会 至 
少 找 到 一 个 答案 . 根据 等 边 三 角形 的 轴 对 称 性 
可 以 得 到 另外 五 个 答案 . 但 这 五 个 答案 实质 是 
一 样 的 . 比如 图 2、.3 中 的 答案 是 相同 的 . 


图 2 图 3 

还 有 其 他 答案 吗 ? 

二 、 观察 和 猜测 

教师 引导 学 生 进 一 步 的 思考 :观察 已 经 得 
出 的 答案 , 看 看 能 否 得 到 一 些 有 用 的 信息 . 学 
生 不 难 发 现 以 下 事实 : 

(1) 顶 点 上 的 数字 是 1、3、5, 全 部 为 奇数 ; 

(2) 顶 点 上 的 数字 与 其 对 边 中 点 上 的 数字 
的 差 相 等 . 如 图 2 中 1 一 2 二 3 一 4 二 5 一 6. 

让 学 生 做 一 些 大 胆 的 猜测 . 

(1) 如 果 把 偶数 放 在 顶点 位 置 呢 7 如 图 4 
探索 得 到 |: 





图 4 
经 检验 每 边 之 和 等 于 11, 符合 题 意 . 
(2) 如 果 把 最 小 , 最 大 的 连续 数 分 别 放 在 项 
点 位 置 呢 ? 结合 “顶点 上 的 数字 与 其 对 边 中 点 
上 的 数字 的 差 相等 ”的 猜测 可 以 得 到 如 下 结果 
(如 图 5、6): 
Q) (2) 
(5) (6) G) ©) 
DO VV 


图 5 图 6 
经 检验 每 边 之 和 分 别 等 于 9、12. 


2005 年 第 7 期 

答案 是 否 已 经 全 部 找到 ? 

三 ,证 明 我 们 的 结论 

证 明 方 法 可 以 有 不 少 , 以 下 是 学 生 所 想 出 
的 两 种 很 不 错 的 方法 . 

方法 一 : 

估计 每 边 上 的 最 大 和 , 最 小 和 . 

首先 应 该 知道 三 角形 的 每 边 之 和 是 有 限制 
的 . 最 大 的 和 数 是 多 少 呢 ? 考虑 有 1 的 一 边 1 只 
有 和 5、6 在 一 起 时 达到 最 大 , 为 12. 因此 12 是 
我 们 能 获得 的 最 大 和 . 最 小 的 和 数 是 多 少 呢 ? 
考虑 有 6 的 一 边 , 当然 是 和 1、2 在 一 起 时 最 小 ， 
为 9. 因此 , 每 边 之 和 在 9 到 12 之 间 . 

若 每 边 之 和 是 9. 利用 对 称 性 , 知 取 了 6, 另 
两 个 数字 和 为 3, 这 两 个 数字 只 能 取 1、2. 兰 
取 了 5, 另 两 个 数字 之 和 为 4 则 这 两 个 数字 只 
能 取 1、3(2、2) 不 可 能 . 因此 , 只 有 3 种 可 能 
组 合 :6 十 2 十 1, 5 十 3 十 1, 4 十 3 十 2. 剩 下 的 
问题 是 , 哪些 数字 放 在 三 角形 的 顶点 . 很 简单 ， 
就 是 重复 出 现 两 次 的 数字 . 因此 就 得 到 每 边 之 
和 为 9 的 答案 . 

可 以 类 似 地 得 到 其 余 情况 的 答案 . 

这 是 很 好 的 方法 , 关键 是 确定 每 边 上 的 和 
在 9 到 12 之 间 . 

太 法 汪 

设 每 边 之 和 是 s, 如 图 7, 我 们 得 到 如 下 等 
式 3s 二 (Qa 十 0 十 CO) 十 (c 十 d 十 e) 十 (e 十 了 十 
a) 二 (a+b+c+d+t+e+f)+(a+t+c+e). 








图 7 
上 式 中 第 一 个 括号 和 为 1、2、3、4、5、 6 
的 和 , 为 21, 第 二 个 括号 是 三 个 顶点 的 和 , 故 
3s = 21 十 三 个 顶点 之 和 . 
三 个 顶点 和 最 小 为 1 十 2 十 3 = 6, 最 大 为 
4 十 5 十 6 二 15, 故 
27=21+6<3s<21+15= 36， 
得 9 < s<12. 
若 s = 9, 顶点 之 和 为 6, 故 顶点 为 1、2、3. 
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若 s = 10, 顶点 之 和 为 9, 故 顶点 为 1、2、 
6; 1、3、5; 2、3、4. 

若 s = 11, 顶点 之 和 为 12, 故 顶点 为 1、5、 
6; 2、4 6; 3、4、5. 

若 s = 12, 顶点 之 和 为 15, 故 顶点 为 4、5、 


当 s = 9、12 时 , 答案 已 经 确定 (如 图 5、6). 

当 s = 10 时 , 可 知 1、2、6 不 可 能 在 顶点 
否则 每 边 之 和 不 可 能 是 10， 同 样 , 2、3、4 也 
不 可 能 在 顶点 , 否则 每 边 之 和 不 可 能 是 10. 故 
顶点 只 能 为 1、3、5 (如 图 2). 

当 s = 11 时 , 可 知 顶点 只 能 为 2、4、6 (如 
图 4 

四 、 拓展 

到 此 为 止 问题 应 该 算是 解决 了 , 但 趁 胜 追 
击 , 指导 学 生发 散 思 考 , 加 以 变形 和 拓展 ， 比 
如 , 有 没有 可 能 把 1 到 8 这 八 个 数字 放 在 如 图 8 
所 示 的 八 个 加 上, 使 每 边 的 三 个 数 之 和 相等 


CS 
号 
0 


图 8 

我 们 可 以 试 着 用 解决 问题 的 方法 来 解决 
它 , 当然 或 许 我 们 还 可 以 找到 其 他 更 好 的 方法 . 
最 终 可 以 得 到 6 种 答案 . 

五 、 综 合 

六 圆 填 数 问题 还 可 以 推广 、 归 纳 吗 ? 比如 
怎样 的 6 个 数 可 以 放 在 如 图 9 所 示 的 六 个 圆 中 
使 每 边 之 和 相等 . 





图 9 
如 果 它 能 得 到 解决 , 那么 我 们 就 能 把 1、2、 
3、4、5、6 代 入 , 看 是 否 符 合 结论 . 六 圆 填 数 
问题 就 是 它 的 特殊 情况 了 . 
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导 求 隐 性 分 类 


312000 浙江 省 绍兴 市 长 城中 学 寿 宝 良 


本 文 将 需要 分 类 讨论 但 又 不 能 一 目 了 然 看 
出 的 问题 称 之 为 “ 隐 性 分 类 讨论 问题 ”, 解决 这 
类 问题 的 关键 是 寻求 分 类 的 标准 . 

数学 中 的 某 些 概念 有 时 往往 是 由 分 类 定 
义 给 出 的 , 这 容易 确定 分 类 标准 ; 但 由 参数 值 
的 “量变 "而 引起 结果 的 质变”, 或 者 由 图 形 的 
“突变 ”而 导致 结果 的 “ 异 变 ”, 对 那些 隐 含 着 分 
类 , 却 需 要 变 中 探秘 的 , 学 生 普遍 感到 无 从 入 
手 . 本 文 从 特征 中 感悟 , 从 分 析 中 寻求 , 转化 后 
分 类 、 分 类 后 转化 诸 方 面 , 谈 “ 隐 性 ”的 分 类 讨 
论 问题 的 解 题 策略 . 

1. 从 特征 中 感悟 

以 下 一 例 , 粗 看 起 来 没有 分 类 讨论 的 迹象 ， 
但 在 解 题 步 步 深入 时 , 才 感 到 分 类 讨论 能 使 问 
题 简捷 , 此 时 要 抓 住 特征 , 寻求 隐 性 分 类 标准 
的 切入 口 . 

例 1 已 知 o2 十 好 = 王 1) 妇 十 c2 =2，c2 十 
a2 二 2, 则 ab 十 bc 十 ca 的 最 小 值 为 ……… ( ) 

(V3-3; -vB 


2 
(0-3-VE D+VE 

评析 : 由 2 十 总 二 了 二 二 2 忆 二 
a 一 2, 得 o = 二 = 二 ,C2 二 3m 则 ab 十 be 十 
ca = ab++c(a+ Db), 观察 特征 十分 类 标准 a b 
异 号 或 w、! 同 号 . 当 a、5b 异 号 时 , 此 时 a 十 b= 
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我 们 怎样 开始 呢 ? 当然 对 学 生 而 言 6 个 连 
续 的 数字 是 不 难 想到 的 . 此 外 , 6 个 等 距 的 数 
字 , 比如 5、8、11、14、17、20, 这 可 看 作 是 
1、2、3、4、5、6 的 变形 , 或 者 更 多 . 

而 这 些 猜测 又 是 新 问题 的 开始 . 如 果 猜 测 
是 对 的 话 , 我 们 又 可 以 得 到 一 个 结论 . 如 果 不 
对 的 话 , 我 们 会 带 着 另 一 种 运气 去 找 一 个 反例 . 
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讨论 的 解 题 案 略 
0, ab+ bc+t+ca= ab+t+c(a+t+b) = = 当 w、 


b 同 号 时 , 此 时 ab 十 bc 二 ca 二 ab 十 c(a 二 0b) = 
1 
二 土 V3. 





2 
综 上 所 述 (ab 十 bc 十 ca)min 三 > 3 
例 2 不 等 式 (-2)*a 一 3* 1 一 (-2)*”<0 





对 于 任意 正 整数 zx 恒 成 立 , 求实 数 a 的 取 值 范 
围 . 

本 题 的 焦点 是 a 的 符号 问题 , 抓 住 特征 , 寻 
找 分 类 讨论 的 标准 : 当 z 是 正 偶数 或 当 zZ 是 正 
奇数 时 , 有 以 下 解法 : 


(D … 当 z 是 正 偶数 时 ,a < 3 G3) | 
恒 成 立 ; “. a 应 小 于 函数 (x) = = G3) 十 1 
在 z 取 正 偶数 时 的 最 小 值 . 


2 
“f(D) 270) = 7 < 


(2) "“ 当 z 是 正 奇数 时 , a > 1-3(3) 








3 \2 
i 1 [3A\” 
恒 成 立 ,0 大 于 函数 g(z) = 一 3 G3) | 


在 z 取 正 奇数 时 的 最 大 值 . 
“函数 g(z) 在 x 为 正 奇数 时 为 减 函 数 ， 


和 OTA rr rr rr rr 


但 实际 上 , 我 们 往往 会 在 找 证 明 方 法 或 找 反 例 
的 过 程 中 徘徊 一 段 时 间 . 当 我 们 一 筹 莫 展 的 时 
候 也 要 懂得 放弃 . 或 许 过 一 阵子 , 当 我 们 重新 
拾 起 这 个 问题 的 时 候 会 豁然 开 衣 ! 

参考 文献 

[1] 张 英 宙 主编 . 数学 教育 研究 导 引 . 江苏 
教育 出 版 社 . 1998. 
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2. 从 分 析 中 寻求 

为 寻求 分 类 标准 , 要 对 问题 仔细 分 析 逐 步 
解剖 . 

例 3 在 如 图 1 所 示 的 坐标 平面 的 可 行 域 
内 (阴影 部 分 且 包 括 周 界 )， 目 标 函 数 z = Z 十 
a% 取 得 最 小 值 的 最 优 解 有 无 数 个 , 则 a 的 一 个 


(A) -3 (B)3; (CS) -1 (D)1. 

评析 : 本 题 是 否 要 分 类 , 以 什么 标准 分 类 ， 
都 显得 比较 隐蔽， 目标 函数 z= 2 十 0 化 为 
4 一 = 当 a > 0， 0 < 0 时 , 由 图 1 
可 知 , z 取 最 小 值 时 的 最 优 解 不 可 能 有 无 数 个 . 
当 a < 0， 即 一 > 0 时 , 作 直 线 ! : x 十 ay = 


0, 把 直线 ! 移 到 直线 4C 位置 时 , 此 时 ， -= 


铺设 如 图 2(3) 所 示 , 问题 归结 为 在 z 轴 上 找 入 
点 , 使 管道 铺设 的 总 费用 最 省 . 


2 y 
4 B A B 











(3) 
图 2 
解 : 设 |ION| = z, 由 平面 几何 知识 可 以 证 
明 图 2(4) 铺设 的 管道 显然 比 图 2(3) 铺设 的 管 
道 长 , 且 y < 0 地 区 与 y = 0 地 区 地 质 条 件 相 








kac = 了 = 3 即 4 = -3 所 以 当 a = 
-3 时 , z 取 最 小 信 的 最 优 解 有 无 数 个 所 以 本 
题 把 a > 0 或 a < 0 作为 分 类 标准 
4 C 
72> , 
O 元 
图 1 


例 4 已 知 4(-15,5)、 巨 (15,5) 两 地 相距 
30 千 米 , 如 图 2(1) 所 示 , 在 它们 之 间 铺 设 一 条 
与 y 轴 对 称 的 管道 , 由 于 地 质 条 件 不 同 , 在 y > 
0 地 区 , 铺设 管道 的 费用 为 10” 元 / 干 米 , 在 y < 
0 地 区 , 铺设 管道 的 费用 为 6 x 10“ 元 干 米 , 求 
最 经 济 的 铺设 路 线 . 

评析 :根据 分 析 , 从 以 下 两 方面 分 类 比较 自 
然 : 

一 是 在 4、B 之 间 直 接 铺 一 条 管道 ， 如 图 
2(2). 因为 在 同一 地 质 条 件 下 , 两 点 之 间 直 线 
管道 距离 最 短 , 因而 费用 最 省 , 其 费用 为 < = 
105 x 30 = 3 x 105 (元 ). 

二 是 一 部 分 管道 铺设 在 y > 0 地 区 , 一 部 
分 管道 铺设 在 y = 0 的 地 区 , 因为 在 y = 0 的 
地 区 管道 铺设 费用 低 , 因此 方案 2 的 具体 管道 











同 , 因此 按 图 2(3) 铺设 费用 较 省 . 此 时 , 管道 铺 
设 的 总 费用 c(z) = 2. BN 自费 用 十 2. ON 段 
费用 . BN = V(15 一 z)2 十 52, 故 c(z) = 2 x 
105x V(15— xz)? + 52+12x10z, x € [0,15]. 
这 样 我 们 只 要 找 出 c(z) 的 最 小 值 点 ，c (z) 


你 一 


2 x 105 x -一 -一 十 12 x 104 一 
(15 一 Z)2 十 52 
10(z 一 15) 十 6V(15 一 Z)2 十 52 
人 
(15 一 Z)2 十 52 
45 45 
GD -0 解 得 ?= 全,c( 生 ) =2x105 x 


2 

对) 十 52 十 12 x 104 x = 2.6 x 106 
(元 ), c(15) = 2 x 105 x5 十 12 x104x15 一 
2.8x105 (元 ), c(0) = 2x105V152 十 52 > 3x 
105. 经 比较 知 , 方案 2 在 z = 全 时, 管道 铺设 
总 费用 最 省 ， 与 方案 1 比 , 也 是 方案 2 省 , 总 之 ， 
取 x = 本 时 , 沿 AMNB 路 线 铺设 管道 , 最 少 
总 费用 为 2.6 x 105 元 . 

3. 转化 后 分 类 , 分 类 后 转化 

有 些 问 题 , 先进 行 转化 , 才 便于 寻找 隐 性 
分 类 的 标准 . 

例 5 如 图 3, 一 质点 在 长 方 体 4 一 C1 的 表 
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面 4 处 , 长 方 体 的 长 宽 高 分 别 为 4a、b、c(a > 
b > 0). 这 质点 从 A 出 发 沿 表面 到 达 C1 的 最 短 
距离 为 





图 3 


评析 : 把 长 方 体 展 开 , 转化 为 平面 , 对 不 同 
展开 方式 分 类 , 可 归纳 为 3 种 途径 . 

它们 的 长 度 分 别 为 : 

Va2 十 (十 o2 一 Vo2 十 妇 十 c 十 20c， 

\Vb2 十 (ae 十 ci2 三 Vo2 十 好 2 十 c2 十 2ac， 

Vc2 二 (aa 十 2 三 Vo2 十 2 十 c2 十 2a0， 

由 w>0> cec， 

故 最 短 距 离 为 Va2 十 02 十 c2 十 20c. 

空间 图 形 中 的 最 短 距 离 问 题 , 常 把 空间 问 
题 转化 为 平面 问题 再 分 类 研究 . 

有 些 问 题 确定 了 分 类 标准 后 , 还 不 能 顺利 
求解 , 就 得 靠 及 时 转化 . 

例 6 在 数列 {an} 中 , ai = 2, an 十 an+l1 三 
1, (n E N*), 设 S5n 为 数列 {aw} 的 前 % 项 和 , 则 





和 TTT 


(上 接 第 7-4 页 ) 
教育 的 重 中 之 重 . 本 刊 正如 其 名 , 以 服务 中 学 
数学 教学 的 改革 提高 为 己任 , 建议 在 当前 可 否 
思考 如 何 为 西部 和 农村 地 区 中 学 数学 教学 服 
务 , 通过 什么 方式 方法 去 服务 的 课题 , 在 中 学 
数学 教学 方面 缩小 西部 和 东部 ,农村 和 城市 间 
存在 的 差距 上 做 点 贡献 . 

二 是 加 强 中 学 生 思 想 政 治 工作 是 中 学 教育 
界 非常 重视 的 一 项 工作 . 数学 中 列 藏 着 丰富 的 
德育 资源 , 可 否 考 虑 作 点 挖掘 整理 , 并 介绍 给 
中 学 数学 教师 , 以 便 他 们 融入 数学 教育 中 ,以 
利于 更 好 地 培养 中 学 生 . 

三 是 农村 特别 是 西部 教育 的 改革 发 展 , 实 
施 素质 教育 , 当然 需要 增加 教育 投入 , 改善 办 
学 条 件 , 调整 中 小 学 的 结构 布局 等 等 , 但 是 , 关 
键 在 于 加 强 教师 队伍 建设 , 全 面 提高 教师 队伍 
的 素质 . 目前 , 那里 的 教师 培训 工作 已 大 为 加 
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S2005 一 252004 十 S2003 的 值 为 ……………… ( ) 
(A)0; (B)1l; (C)2;  (D)3. 


评析 : 本 题 的 分 类 标准 比较 隐蔽 8, 观察 和 式 
92005 一 292004 十 S2003, 可 以 想到 , 见 以 奇 、 偶 
分 类 , 当 双 为 偶数 , ai 十 a2 = 1, as 十 a4 三 1 
… Qn-1 十 an = 1 以 上 各 式 相 加 有 5% = 
但 当 n 为 奇数 时 , 怎么 办 ? 转化 ! 将 al = 2 分 
裂 出 来 , az 二 as 十 … 十 an_1 十 an 就 转化 为 偶数 
项 之 和 了 , 这 时 a2 十 as 三 1，an-1 十 an 二 

、 nO—1 nO—1 
1, 相 加 之 和 为 一 >， 二 ”22 入 J 
7 十 3 
2 疡 
| 7D) 7 为 偶数 ， 
“Dn = nn 二 3 
To n 为 奇数 . 

.S2005 = 1004, S2004 = 1002, S2003 = 
1003，.… S2005 一 252004 十 S2003 = 3. 选 (D). 

隐 性 分 类 讨论 , 何 时 分 类 , 没有 一 个 现成 
的 模式 可 循 , 要 靠 我 们 认真 分 析 , 随机 应 变 适 
时 潜入 . 在 平时 学 习 过 程 中 要 善于 树立 分 类 意 
识 , 培养 思维 灵活 性 , 只 有 这 样 , 才能 对 于 隐 性 
分 类 讨论 不 再 望 而 生 晨 . 








mrOrOrwOrOrOrOrrOrrOrOrOrrrrr rr rr rr 


强 , 运用 现代 信息 技术 手段 实施 远程 教育 工作 
已 经 启动 , 通过 光盘 播放 、 卫星 接收 和 计算 机 
上 网 等 方式 方法 , 使 那里 的 中 学 老师 能 享用 东 
部 的 优质 课程 教学 资源 , 本 刊 可 否 考虑 搜集 整 
理 中 学 数学 教学 的 优质 资源 , 与 有 关 部 门 、 单 
位 合作 , 运用 现代 信息 技术 手段 ,， 开展 远程 教 
育 , 向 那里 中 学 数学 老师 送 上 优质 教学 资源 , 为 
农村 , 特别 是 西部 中 学 数学 教师 的 培训 提高 尽 
一 份 力 . 

最 后 , 我 想 在 改革 发 展 我 国 中 学 数学 教育 
的 进程 中 , 应 该 开展 国际 交流 , 了解 外 国 同行 
们 的 动态 , 并 在 刊物 上 向 国内 中 学 数学 工作 者 
介绍 有 关 发 展 的 新 趋势 . 这 方面 本 刊 已 经 作 了 
许多 很 好 的 工作 . 可 否 考虑 请 有 关 专 家 每 隔 一 
段 时 间 , 结合 我 国 实际 , 在 分 析 整 理 国外 信息 
的 基础 上 , 发 表 一 篇 有 自己 见解 的 综述 性 文章 . 
这 样 做 可 能 给 我 国 中 学 数学 工作 者 于 启迪 . 


bl 
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构造 对 偶 式 的 八 种 途径 


226300 江苏 省 通州 高 级 中 学 管 宏 斌 313000 浙江 省 湖州 二 中 区 敏 


数学 中 的 对 偶 法 就 是 指 在 数学 解 题 过 程 
中 , 合理 地 构造 形式 相似 并 具有 某 种 对 称 关 系 
的 一 对 对 偶 关系 式 , 然后 通过 对 这 对 对 偶 关 系 
式 进 行 适当 的 和 、 差 、 积 等 运算 , 达到 解决 数 
学 问题 的 目的 . 在 数学 解 题 的 过 程 中 , 恰当 地 
使 用 对 偶 法 , 往往 能 使 问题 得 到 巧妙 的 解决 ， 
收 到 事半功倍 的 效果 . 
一 、 和 差 对 偶 
对 于 表达 式 v(z) 士 vLz) 我 们 可 构造 表达 
式 u(7x) 干 v(zZ) 作为 它 的 对 偶 关系 式 .…. 
例 1 若 0<0< 7 有 目 3sin0 十 4cos9 = 
5, 求 tan 9 的 值 . 
解 : 构造 对 偶 式 3sin0 一 4cos0 = 7/， 
| 3sin0+ 4cos0=5, 
见 
3sin0— 4cos0=Y, 
5 十 V 
sin0 = 一 一 一 ， 
8 | 6 
2 Sd 
cos 0 = 一 -一 ， 
> 7 


再 由 sin? 0 十 cos?0 = 1, 得 y= 一 5， 








.。tan 0 = 

点 评 : 这 种 构造 对 偶 式 的 方法 灵巧 、 富 有 
创意 , 有 助 于 培养 学 生 的 创新 思维 和 创造 能 力 . 

例 2 已 知 a、 b、c、 de R, 且 2 十 如 十 
+d<l. 

求证 : (a 十 5D) 十 (a 十 c)4 十 (a 十 d)4 十 (5 十 
co)s+(b+a)t+(ct+as <6. 

证 明 : 设 M = (a 十 b)4 
qd)4+(b+ot+(b+a)t t+(c+t+a,, 

构造 对 侦 式 N = (4a 一) 十 (a 一 c)* 十 (a 一 
qd) +(0—o)t+(b—a)t+(c—a,, 

则 有 M+N = 6(a4 十 只 十 co 十 对 十 2a202 十 











2a2c” 十 202d2 + 202c2 十 20202 十 2c2d2) = 
6(ao2 十 好 2 二 co2 十 加) 莹 6. 
又 NN 之 0, 故 MM < 6, 即 原 不 等 式 成 立 . 
点 评 : 构造 这 个 对 偶 式 , 一 下 子 使 问题 冰 消 
雪 融 了 . 








例 3 解 方 程 : 

Vz2z 十 8z 十 红 +Vz2 一 8z 十 21 = 10. 

解 : 构 造 对 偶 式 

V7Z2 十 8Z 十 红 Vi 8r+21=a, 
再 与 原 方程 联 立 可 解 得 ， 

Vz2 十 8z 十 21 = @ 

7 We ® 
那么 DO” 十 @? 得 

272 +42= 3(00 区 a2) et ©®@ 


8 
0D? 一 @? 得 16z 一 104, 即 a= 三, 代入 @ 中 ， 


1 64 
得 2z2 十 42 = 和 (nm 十 一 Z2 |. 





整理 得 二 地 4, 解 得 x el 

二 、 互 倒 对 偶 

互 倒 对 偶 是 指针 对 式 子 的 结构 , 通过 对 式 
中 的 某 些 元 素 取 倒数 来 构造 对 偶 式 的 方法 . 

例 4 ye ge (0, 1), 求证 : 


> 
1l1—z+y 1l1—y+z 1— z+tZz 

1 
证 上 明 : 设 M = 一 ” 人 
证 明 : 设 Te er 
1 


1 一 > 十 2 
构造 对 偶 式 N = (1 一 x 十) 十 (1 一 y 十 
Zz) 十 (1 一 十 xX), 则 


村 二 NN 二 十 (1 一 十 奶 十 


1—Zz+y 
半生 = 1 一 
证 十 2) 十 
Zz 十 X) 之 2 十 2 十 2= 6， 


ES 人 “二 
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而 NX=3, 故 M>3, 即 
1 1 





一 一 一 一 十 一 一 一 一 之 3. 
2 二 本 2 二 
例 5 设 al， CQ2，Q3， …， an 为 互 不 相等 的 
正 整数 ， 
>1 三 
求证 :a1 十 之 六 于 十 4 
1 
证 明 : 设 M = w+ 多 2 有 + 
3 n 
1 1 
交 入 不 一 上 二 上 ++ 让 
1 a 1 
ern (ett 
Ql 2 Q2 
an 1 1 1 
Ee ai es 有 
Nn Qn 2 


又 al1， Q2,***, Qn, 为 于 不 相等 的 正 昌 
所 以 N11+ 站 十 …… 十 
a 
点 评 :构造 了 “意料 之 中 ”的 对 侦 式 , 化 新 为 
旧 , 等 价 转化 , 完成 对 难点 的 突破 . 
例 6 已 知 对 任意 x € (一 00,0)U 





(0, 十 co) 


总 有 TCD) + 21 (上) + = = 0 求 画 数 y 一 
f(z) 的 解析 式 . 
解 设 Jo)+2/( 二) +z=0 Bo OD 
用 二 替代 上 式 中 的 z 


构造 对 偶 式 / ( + 2) +L =0"@ 


DO @x2 得 f(z) +z 一 4f(z) 一 


2Z2 一 2 

0,.。 f(z) = es 

三 、 共 思 对 偶 

共 生 对 偶 是 指 利用 共 罗 根 式 或 共 罗 复 数 来 
构造 对 偶 式 的 方法 . 

例 7 (1992 年 高 考 ) 已 知 z € C, 解 方 程 : 
ZZ—3z=1+3i. 

解 : 由 Zz :Zz 一 3i== 1 十 3 OO 

构造 对 偶 式 z :3 十 3iz 二 1 一 3. ® 

由 @ 一 @, 整理 得 Zz = 
(z 十 1)(z 十 1 一 3 =0， 





二 多 二 2 代入 四 ,得 
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,ZZ 二 一 1 或 2 二 一 1 十 3i. 





























例 8 若 z € C, 已 知 |z| = 1 有 昌 z 冯 土 1， 
_1 
证 明 : 于 为 纯 虚数 
证 明 : 设 M = 一 二 7 则 
页 一 z—1 i 
A 
构造 对 个 式 N = 1， 则 M+NN = 
2 a 
z+1 z+1 -| 2 
Wa 和 2 
又 ? 2 了 关 0( :xz 关 士 ), 故 2 为 


例 9 已 知 a > 0,5> 0 有 昌 Ha 二 b= 1, 求 
证 : V2a 十 1+ V+1 < 2vV2. 

证 明 : 设 M = V2a 十 I++V20 十 1, 构造 对 
偶 式 N = V2a 二 1 一 V2b+1. M2 < M2 十 
NV2 = 二 4(a 十 中 十 4= 8, “. M < 2V2, 即 原 不 
等 式 成 立 . 

四 、 倒序 对 偶 

倒序 对 偶 是 指针 对 式 子 的 结构 , 通过 对 和 
式 或 积 式 进行 倒序 构造 对 侦 式 的 方法 . 

例 10 求 和 S = 1C7 十 2C2 十 3C3 十 4C4 十 

十 人 CC 

解 :观察 和 式 联想 到 Cr = C7 *, KE N”， 

故 首先 在 和 式 右边 添上 一 项 0. Cm， 


则 S=009 填 103 二 202 十 … 十 nC?@ 

构造 倒序 对 偶 式 

S=n0r+(n— Oli+...+00° 加 

即 @ 亦 为 S 王 PC 十 (人 一 1)CL 十 .十 
和 ©® 


@ 十 加, 则 29 = n09 十 nOl 十 … 十 
nC! + nO, 

.25 二 n(C9+O + + Cn). 

09 = 2 

点 评 : 利用 现成 的 对 偶 式 , 使 问题 本 身 变 得 
简单 、 便 易 . 

例 11 正 项 等 比 数列 {an} 中 ,了 T 了 == al'a2， 
03 Qan; 5 二 a1 十 q2 十 a3 十 … 十 an 试 用 
ee 

Q1 Q2 Qn 
分 析 : 传统 解法 都 用 a1、g 表 示 S、T 及 @， 
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然后 通过 al 和 9 找到 $、 了 、Q 的 等 量 关系 , 这 
种 解法 虽 思 路 正确 , 但 运算 繁琐 , 加 之 在 用 等 
比 数列 求 和 公式 时 还 要 讨论 = 1 和 gq 关 1 两 
种 情形 , 其 实 , 观察 和 式 与 积 式 特征 , 不 妨 采 
取 '“ 本 未 倒置 构造 倒序 对 偶 式 一 试 . 
解 : 由 题 意 T = al .ao aas an 区 OO 
构造 倒序 对 侦 式 7 = an an-1.…… a1® 
@ x @, 则 T? = (aian)(a2Qn_1) 











(ana1) = 一 (oaon) 即 工 王 = (a1Qn)2 Ss OD! 
再 来 看 9 一 二 十 二 十 …， hp 
构造 个 序 对 个 区 
已 = 一 :| | En @ 

Un Qn—l1 Ql1 
@ 十 ,得 





QI Qn Q2 wm 一 1 
. 由 等 比 数列 性 质 可 知 , 右边 的 分 母 均 


直人 故 2Q = 
(an 二 TQ1) 二 (Qn-1 十 2) 十 … 
Q1 Un 
2 = 
“ Qn, EA Oi 
又 由 和 可 和 ol an 一 全 全 ， 
5 
0 2 
五 、 i 
定 值 对 偶 是 指 能 利用 和 、 差 、 积 、 商 等 运 
算 产 生 定 值 , 并 借 此 构造 出 对 偶 式 的 方法 . 
例 12 (2002 年 全 国 高 考 ) 已 知 函 数 f(x) 
人 1 1 
= Tr (下 + (3) +f (3)+ 
f(1) + f(2) + f(3)+f(4), 则 S = 


1 
角 (0)+f (5) = T+ 3) 


Q1 an 


十 (al 十 an) 


) 








_ 
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那么 s=/(3)+7(3)+7(3)+ 


f(1) + f(2) + fF 3) + fA) ee 人 
构造 倒序 对 侦 式 9 = f(4) 十 (3) 十 1(2) 十 

I ee 
@ 十 @@, 得 


+ | (3) t 79)| +27(D)+ 70 + (3)| 


We + (3)| 109 + (| 
29 二; 即 9 = 


例 13 (1990 年 全 国 高 考题 ) 已 知 f (x) = 
Tz 二 ax3++ br 一 8 且 f(-2) = 10, 则 f(2) 





(A)—26; (B)—18; (C)—10; (D)10. 

解 : 由 f(z) = x3 十 ax? 十 bx 一 8, 容易 发 
现 定 值 /z) 十 f(x) = 一 16， 

构造 对 偶 式 f(z)= 一 2 一 ax 一 bx 一 8%， 

故 有 f(--2) 二 f(2) = 一 16, 即 得 f(2) = 
一 26, 应 选 (A). 

六 、 奇偶 数 对 偶 

是 指 利用 整数 的 分 类 中 奇数 与 偶数 的 对 称 
性 构造 对 偶 式 的 方法 . 























3 5 n—1 1 
14 一 .一 < 一 二 一 
例 14 求证 :有 有一 2 Vonti 
| 1 3 5 et 
解 : 设 MM = 3 了 "2.…… ~ 一 ,构造 对 
2 4 2n 
WV de 
偶 式 3 5 2 刀 十 十 
1 六 十 7 4 2n—1 
用 填 沁 < 3 4 6: ) on, 
2n 
2n++1 
1 
因此 M < N, 从 而 M? < M:N= ; 
2 十 工 
M< 
故 V2 刀 十 工 
例 15 求证 : 





(1+1) (+ et 


Ynil, (nn EN 
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能 竺 证 不 等 式 的 左边 为 (1+ 1) (1+ 了 

















1 2 .5 3n—1 
本 1 十 人 . l 
( 5) 1 4 37 一 2 
2 5 3n—1 
Sy 
这 1 4 3n—2’ 
3 6 3n 
个 NS 
构造 两 个 对 侦 式 N = 了 
/Ne 
3 6 3 
2 5 人 3n—1 
1 2 3 4 5 6: ”3n—2 
3n 3n 二 +1 
3n—1 3n 
2 .5 3n—1 
M3>MPN=|[|-=.- 
. ( 4 | 
3 6 3n 4 7 3n 二 1 
2 5 3n—1 3 6 3n 
二 3n 十 1， 


-MA > V3n TT 故 原 不 等 式 成 立 
局 ga 对 9 造 了 


各 诺 姑 但 

轮换 对 偶 是 指针 对 式 子 的 结构 , 通过 轮换 
字母 而 构造 对 偶 式 的 方法 . 

例 16 (第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 试题 ) 
求证 :对 任意 实数 a > 1, 5 > 1 都 有 不 等 式 
十 一 > 8 成 立 . 














b—1 
证 明 : 设 MM p51 十 pe 构造 对 偶 式 
b2 
一 风 
， 01 2 2 
a b b*—a 
ss b—1 » a—1 
2 
a et 
(a—1)(5—1) 
即 M >N 
1 1 
十 (一 < 一 二 
4 十 (8 1 二 (tc 中 
2 十 2 一 8. 





MIN 三 8 即 AM 
b = 二 2 时 等 号 成 立 . 
例 17 设 a、b、 cERt, 


过 8. 当 且 仪 当 a = 
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a2 b2 c2 Q 十 0 十 c 
二 一: 

求证 ;5 二 b+c at+tc 2 
a2 2 
证 明 : 设 M= 一 +- 一 + 一 
证 明 : 设 oi 
i b2 C2 a2 
造 丈 A 
构造 对 偶 式 5 于 
床下 六 三 .2 十 C c+a 
Q 十 b 0 十 c Q 十 c 

Q 十 C 











) 





























b2 C2 Se 
b+c a+tc 2 

八 、 针对 人 

三 角 中 的 正弦 与 余弦 是 两 个 对 称 元 素 , 利 
用 互 余 函数 构造 对 偶 式 、 借 用 配对 思想 可 以 轻 
松 完成 有 关 三 角 题 的 解答 . 

例 18 已 知 z € 1o, 3 
cos227 十 cos237 二 1. 

解 : 若 令 M = cos27 十 cos222 十 cos2 37， 

构造 对 偶 式 N = sin? x 十 sin? 2z 十 sin2 37， 
[UB i ee 中 

M 一 N=cos27 十 cos47 十 cos67 








， 解 方程 cos27 十 


一 2coszcos37z 十 2cos237z 一 1 
= 2cos3z(cosz++cos3z)—1 


= 4coszcos27rcos3r—1, 

". M— N=4coszZcos27 cos 37 一 1…@@) 

@ 二 @, 得 

COS XT COS 27 cos 37 = 

又 M=1, 

"COS XT COS 27 Cos 37 = 0, 

"。COSX 二 0 或 cos 2x = 二 0 或 cos 37 = 0. 

xc 名 中 

“z= 二 或 ?一 了 或 ?一 二 

点 评 : 通过 和 洁 对 入 式 创设 了 os TCOS2T 
` Cos 37 = 0 这 一 美妙 而 又 能 打开 局 面 的 有 利 
条 件 , 可 谓 “ 高 招 ” 

例 19 求 sin?10° 十 cos?40° 十 sin10° 
.cos 40° 的 值 . 


1 
-(2M—2 
)， 
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几何 建 模 一 例 一 最 短 飞 行路 径 


200002 


【问题 陈述 】 

小 明 从 上 海 乘 飞机 去 美国 首都 华盛顿 旅 
行 . 他 惊奇 地 发 现 , 虽然 华盛顿 在 上 海 的 东方 ， 
但 是 飞机 并 不 是 朝 东 飞行 的 , 而 是 向 东北 方向 
飞行 , 经 过 日 本 东京 、 阿 留 申 群岛 、 底 特 律 到 
达 华 盛 顿 的 . 这 是 为 什么 呢 ? 下 面 我 们 通过 数 
学 模型 来 说 明 . 

【 解 题 过 程 】 

地 球 近似 于 一 个 球体 . 球面 几何 告诉 我 们 : 
任何 一 个 平面 与 球面 相交 , 其 交 线 必 为 一 个 圆 . 
当 平 面 通过 球 心 时 , 其 交 线 称 为 大 圆 . 通过 球 
面 上 不 是 对 径 点 ( 球 直径 的 两 端点 ) 的 任意 两 点 
4 与 已 , 可 以 画 出 惟一 的 一 个 大 圆 . 

假设 1 地 球 是 一 个 半径 为 的 球 . 

假设 2 上 海 和 华盛顿 分 别 为 球 上 的 点 4 
和 点 B. 

为 了 解决 问题 , 我 们 讨论 球面 上 三 个 点 4、 


和 A rr rr rr rr 


解 : 令 M = sin? 10° 十 cos240。 + sin 10°. 
cos 40°, 

构造 对 偶 式 N = cos?10° 十 sin240? 
十 cos 10° .sin 40°, 则 M 十 NN == 2 十 sin10°. 
cos 40° 十 cos 10° sin 40° = 2 十 sin 50?. 

M—N = —cos20° + cos80° + sin10°. 





cos 40° 一 cogs a sin 40° = —2 sin 50° sin 30°— 
sin 30° 一 一 二 一 Sin50?， 

Me 二 N==2 . sin 50°, 

Ad 一 人 二 一 一 一 sin 50°, 


点 这 是 首 首 比较 典型 的 三 角 求 值 题 . 通 
过 对 题目 结构 特征 的 观察 , 由 目标 导向 , 构造 
对 偶 式 , 从 而 独辟蹊径 , 这 类 试题 在 各 类 考试 


华东 师范 大 学 数学 系 袁 震 东 


已 .C 在 同一 个 大 圆 平 面 的 条 件 . 分 别 过 赤道 、 
0? 经 线 和 东经 90° 的 经 线 各 作 一 个 平面 , 分 别 
为 平面 Qa、6、Y， 由 地 理 知 识 可 知 Qq、B、Y 相 互 
垂直 , 其 交点 O 为 球 心 . 

设 它们 的 交 线 分 别 为 O77、Oy、0Oz, 构成 
空间 直角 坐标 系 O 一 xyz (如 图 1)， 设 点 4、 
B、C 的 坐标 分 别 为 (Qaz,ay,az)、(bz, by, bz)、 


(Gp> Epi02): 

















TT 


中 深 受命 题 者 青睐 . 

变 题 1 (1987 年 江苏 省 奥数 选拔 赛 题 ) 求 
cos2 73? 十 cos2 47? 十 cos 73°. cos 47° 的 值 . 

变 题 2 (1991 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 求 
cos2 10° 十 cos2 50° 十 cos 40° . cos 80° 的 值 . 

变 题 3 (1992 年 全 国 高 考题 ) 求 sin2 20? 十 
cos280" 十 V3sin 20? . cos 80° 的 值 . 

变 题 4 (1995 年 全 国 高 考题 ) 求 sin? 20? 十 
cos2 50° 十 sin 20° . cos 50°? 的 值 . 

在 数学 解 题 过 程 中 , 如 果 我 们 恰当 地 构造 
对 偶 关 系 式 , 不 仅 能 提高 解 题 速度 , 而 且 收 到 
了 以 简 驭 繁 、 简 缩 思 维 、 拓 宽 思 路 的 功效 , 同 
时 还 让 人 萌生 一 种 “春雨 断 桥 人 不 渡 , 小 舟 撑 
出 柳 荫 来 ”的 美妙 感觉 , 对 于 激发 学 生 学 习 数 
学 的 兴趣 也 是 大 有 神 益 的 . 
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令 忌 = (aayaa © = (ba,by, bs), 
© 一 (cz;,Cy;Cz)， 点 A4、B、C 在 同一 大 圆 
上 的 充 要 条 件 是 向 量 忌 、 六 、 忆 在 同一 平面 
上 , 而 向 量 下 、 厂 、 忆 在 同一 平面 上 的 充 要 
条 件 是 如 (5 x 忆 ) = 0, 即行 列 式 
Qz Qy Qz 
bp b, b; 
Cr Cy Cz 

上 海 到 华盛顿 间 的 球面 距离 等 于 大 圆 上 过 
上 海 和 华盛顿 的 AB ( 较 短 的 那 条 ) 的 长 度 . 

球面 的 大 圆 也 叫做 球面 的 测 地 线 . 它们 在 
球面 几何 中 的 作用 与 直线 在 平面 几何 中 的 作 
用 相同 . 在 平面 上 , 连结 两 点 的 所 有 连续 线 中 ， 
直线 段 最 短 ， 在 球面 上 , 连结 4、B 两 点 的 曲 
线 中 , 过 4、B 的 大 圆 弧 4 方 是 最 短 的 (图 2). 


= 0. 








图 2 

地 球 上 任何 一 个 城市 (球面 上 任何 一 点 ) 的 
位 置 可 以 用 经 度 和 纬度 来 确定 , 经 过 南 、 北 两 
极 的 大 圆 与 球面 的 交 线 称 为 经 线 , 与 两 极 所 成 
轴线 垂直 的 平面 与 球面 的 交 线 称 为 纬 线 . 经 度 
分 为 东经 与 西 经 , 东经 为 0" ~ 180°, 西 经 也 
是 0” ~ 180"， 纬度 分 北纬 和 南 纬 都 是 0” ~ 
90"， 在 我 们 建立 起 来 的 空间 直角 坐标 系 ( 图 
1) 中 球面 上 的 点 可 以 用 坐标 来 表示 . 点 坐标 与 
经 度 、 纬 度 的 关系 为 (7,y,z) = (Rcos 9 cos9， 
Rcos $sin0, Rsin 8) (图 3), 其 中 表示 地 球 
的 半径 , 0 表示 经 度 , $ 表 示 纬 度 . 
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要 检验 A4、B、C 三 点 是 否 在 同一 大 圆 平 
面 上 , 只 要 计算 下 列 行列 式 : 
Reos ou sin Oa 
Reospocos0, ReosposinO, Rsinge 
尺 cos gecos0- Reosgpesinbe Rsino。 
行列 式 中 8 和 09 的 下 标 a、5、c 分 别 对 应 点 
A、B、0O. 令 
cos Ba cos Oa 


Reos pa cos Oa Rsin pa 


彤 一 








sin bu 
sin po 
sin $e 


cos Ba sin O06 
万 一 


cos 0 cos 0 cos 0 sin 0 








cos mecos0- cos besin0e 

因为 h = RH, 

所 以 要 看 行列 式 尹 是 否 为 零 , 只 要 计算 也 
就 行 了 ,而 0<H<1l. 

下 面 列 出 者 干 城市 的 经 度 、 纬 度 及 与 计算 
有 关 的 量 ( 其 中 Attu 在 阿留 申 群岛 上 ): 


计算 三 个 城市 位 置 坐标 所 对 应 的 互 行列 
式 , 可 以 检验 这 三 个 城市 是 否 坐落 在 同一 个 大 
圆 上 , 计算 结果 如 下 : 

1. 上 海 、 东京 、Attu 所 对 应 的 互 行列 式 等 





于 0.0780. 

2. 东京 、 Attu, 底特律 所 对 应 的 五 行列 式 
等 于 0.1077. 

3. Attu, 底特律 .华盛顿 所 对 应 的 五 行列 
式 等 于 0.0230. 

可 见 , 上 面 一 些 城市 对 应 的 卫 行 列 式 或 接 
近 于 0 或 远 小 于 1, 利用 余弦 定理 可 得 上 海 与 华 
盛 顿 之 间 经 度 相隔 不 满 180?. 因此 可 以 认为 上 
述 城市 几乎 在 同一 个 大 圆 上 , 即 经 过 上 述 城市 
的 路 径 是 上 海 到 华盛顿 的 近似 最 短路 径 . 

验证 和 讨论 : 用 一 个 地 球 仪 和 一 根 绳子 做 
实验 验证 . 先 把 绳子 过 两 极 绕 地 球 仪 的 球体 一 
周 , 截取 绳子 长 等 于 大 圆周 长 . 然后 用 该 绳子 
过 上 上海 和 华盛顿 绕 大 圆 , 可 以 发 现 :阿留 申 群岛 
和 底特律 等 都 在 绳子 附近 . 

【 建 模 心得 】 
1. 数学 建 模 不 仅 可 解决 实际 问题 , 也 可 以 
(下 转 第 7 页) 
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2005 年 普通 高 等 学 校 招生 全 国 统一 考试 
理科 数学 (必修 + 选修 人 D) 


本 试卷 分 第 I 卷 (选择 题 ) 和 第 开卷 ( 非 选择 
题 ) 两 部 分 . 
第 I 卷 


本 卷 共 12 小 题 , 每 小 题 5 分 , 共 60 分 . 在 
每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 , 只 有 一 项 是 符合 题 
目 要 求 的 . 

参考 公式 : 

如 果 事 件 4、B 互 斥 , 那么 

P(A+B)= P(A)+ P(B) 

如 果 事 件 4、B 相 互 独立 , 那么 

P(A.B)= P(A).P(B) 

如 果 事 件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 是 
P, 那么 见 次 独立 重复 试验 中 恰好 发 生 有 的 概 
率 

P,(k) = CEPE(1 -一己 

球 的 表面 积 公 式 

9 = 4rR? 

其 中 忆 表 示 球 的 半径 

球 的 体积 公式 

V = a 

其 中 忆 表 示 球 的 半径 





( 
(A)i (B) -i 
( (D) -2V5+i 
(2) 设 1 为 全 集 , S1、52、53 是 1 的 三 个 非 
空子 集 且 51 U 52 U 53 = 了 则 下 面 论断 正确 


[1S1N(S2U 53) = 8 
S1 CC (CrS2 N CrSs) 
brsSiNCbrs .NCS = 8 
S1 CC (CrS2 ULrS;) 


(3) 一 个 与 球 心 距离 为 1 的 平面 截 球 所 得 


的 圆 面 面积 为 7, 则 球 的 表面 积 为 ………… ( ) 
(A) 8V2r (B) 87 
(C) 4V2r (D) 4 


(4) 已 知 直线 1 过 点 (一 2,0), 当 直 线 1 与 圆 
2 十 灵 = 2z 有 两 个 交点 时 , 其 斜率 的 取 值 


(A) (2V2,2VD) (B) (VE VD 

(9 -各 法 DD) (8) 

(5) 如 图 在 多 痢 体 4BCDEF 中 ,已 知 
ABCD 是 边 长 为 1 的 正方 形 ， 且 人 ADE、 
人 BCF 均 为 正三 角形 , BF//AB, BF = 2, 则 








该 多 面体 的 体积 为 .ee Cy 
Ce 
(6) 已 知 双 曲线 扎 -多 =1(0>0) 的 一 


条 准 线 与 抛物 线 多 = -6z 的 准 线 重 合 , 则 该 


eae se ss 人 ) 
3 3 6 2V3 
和 
(7) 当 0 <Z< a 函数 
in2 
f(s) = — 也 
的 最 让 信和 汶 训 ene ( ) 
(A)2  (B)2V3 (CO)4  (D)4V3 


(8) 设 5 > 0, 二 次 函数 y = az? 十 bx 十 a? 一 
1 的 图 象 为 下 列 之 一 : 
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_ .用 数字 作答 ) 

(15) 全 4BC 的 外 接 圆 的 圆心 为 0， 两 条 边 
0 OB = m(OA + OB+ 


和 下 和 各 


则 a 的 值 为 rE 人生 全 人 全 和 
(A)1 
ra) a —1+ V5 


(9) 设 0 <a < 1 函数 帮 z) = logu(a2z 一 
2a” 一 2), 则 使 f(z) < 0 的 z 取 值 范 围 是 …( ) 

(A) (—o00, 0) (B) (0, 二 co) 

(C) (~—o00,loga3)  (D) (log。 3,+00) 

(10) 在 坐标 平面 上 , 不 等 式 组 











y 之 ZT 一 1 
y <—3z|+1 
所 表示 的 平面 区 域 的 面积 为 … a ( ) 
(A) v2 (B) 3 
3V2 
(C) (D) 2 
(1) 在 A4BC 中 , 已 知 
人 
给 出 以 下 四 个 论断 : 


tanA:cot B=1 

@®@0 <sinA+sinB< v2 
® sin2 A+cos?B=1 

@ cos2 A+cos2 B= sin2C 


基 中 定 衫 的 是 asa ( ) 

(A)®® (B) @ @ 

(OO @ D) @ @ 

(12) 过 三 楼 柱 任意 两 个 顶点 的 直线 共 15 
条 , 其 中 异 面 直线 有 ee 人 

(A) 18 对 (B) 24 对 

(C) 30 对 (D) 36 对 

第 工 卷 


本 卷 共 10 小 题 , 共 90 分 . 

二 、 填空 题 : 本 大 题 共 4 小 题 , 每 小 题 4 分 ， 
共 16 分 . 把 答案 填 在 题 中 横 线 上 . 

(13) 若 正 整数 m 满 足 10™-!1 < 2512 < 
10™, 则 m = . (lg2 ~ 0.3010) 


(14) (w- 二 ) 的 展开 式 中 , 常数 项 为 


0OC), 则 实数 mn= 

(16) 在 正方 体 4BCD 一 4'B'C'D' 中 , 过 
对 角 线 BD' 的 一 个 平面 交 A4' 于 B, 交 CC' 于 
三, 则 

@ 四 边 形 BFD'B 一定 是 平行 四 边 形 . 

@ 四 边 形 BFD 五 有 可 能 是 正方 形 . 

@ 四 边 形 BFD'E 在 底面 4BCD 内 的 投 
影 一 定 是 正方 形 . 

名 平面 BFD' 甩 有 可 能 生 直 于 平面 BB'D. 

以 上 结论 正确 的 为 _. ( 写 出 所 
有 正确 结论 的 编号 ) 

三 、 解答 题 :本 大 题 共 6 小 题 , 共 74 分 , 解 
答应 写 出 文字 说 明 , 证 明 过 程 或 演算 步 又. 

(17) (本 小 题 满分 12 分 ) 

设 函 数 f(z) = sin(27 十 OCT < vw < 0), 

= f(z) 图 象 的 一 条 对 称 轴 是 直线 了 一 三 

(DD 求 p; 

(四 求 函数 y = f(z) 的 单调 增 区 间 ; 

( 严 ) 证 明 直线 5z 一 2y 十 c = 0 与 函数 y = 
f(z) 的 图 象 不 相 切 . 

(18) (本 小 题 满分 12 分 ) 

已 知 四 楼 锥 一 ABCD 的 底面 为 直角 梯 
形 , 4BH/DC,LD4B=90?,P41 底 面 4BCDD， 
且 P4=4D=DC 34B 二 1, M 是 PB 
的 中 点 . 











D C 
(DD) 证 明 : 面 PAD | 面 PCD; 
(了 D 求 4C 与 PB 所 成 的 角 ; 
( 亚 ) 求 面 AMC 与 面 BMC 所 成 二 面 角 的 
大 小 . 
(19) (本 小 题 满分 12 分 ) 
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设 等 比 数列 {an} 的 公 比 为 q, 前 项 入; 
>0(n=1,2,...). 

(DD 求 9 的 取 值 范围 ; 

四 设 w= ant2 一 2ant1 记 {5} 的 前 n 
项 和 为 Th 试 比较 Sn 和 TT, 的 大 小 . 

(20) (本 小 题 满 分 12 分 ) 

9 粒 种 子 分 种 在 3 个 坑内 , 每 坑 3 粒 , 每 粒 
种 子 发 芽 的 概率 为 0.5. 若 一 个 坑内 至 少 有 1 粒 
种 子 发 芽 ， 则 这 个 坑 不 需要 补 种 ; 若 一 个 坑内 
的 种 子 都 没 发 菠 , 则 这 个 坑 需 要 补 种 . 假定 每 
个 坑 至 多 补 种 一 次 , 每 补 种 1 个 坑 需 10 元 , 用 
《表示 补 种 费用 , 写 出 6 的 分 布 列 并 求 E 的 数学 
期 望 . (精确 到 0.01) 

(21) (本 小 题 满分 14 分 ) 

已 知 椭圆 的 中 心 为 坐标 原点 O, 焦点 在 x 
轴 上 . 斜率 为 1 且 过 椭圆 右 焦点 刁 的 直线 交 椭 
圆 于 A、B 两 点 , OA 二 0B 与 @ = (3, 一 1) 共 
线 . 

( 

了 ppp 
MOA+ noB(M 4 € R), 
值 . 

(22) (本 小 题 满分 12 分 ) 

(T) 设 函 数 f(7x) = zlog2 XY 十 (1 一 x)logo(1 
一 Z) (0 <z <1), 求 f(z) 的 最 小 值 ; 

(也 设 正 数 Pi,pa, pas，…… ,pan 满足 pl 十 Da 
十 pa 十 … 十 pan 三 1 证明 

Dl log2 D1 十 Da log2 p2 十 Da log2 p3 十 … 十 


Por log» Dan 之 一 7. 





D) 求 椭圆 的 离心 率 ; 
了 1) 设计 为 椭圆 上 任意 一 点 , 且 OM = 
证 明和 X2 + /2 为 定 


参考 答案 
一 、 选择 题 
(DA OOC (WB (DC 
(A (OD (WC (8)B 
(We {0B ns “(07D 
二 、 填空 题 
(13) 155 (14) 672 
(15) 1 (LO @Q@ 
三 、 解 答题 
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A 
。 Sin ee 土 ]， 





nT 
"一 二 ~ Z. 
下 pr 十 本 ,KE 
”一 T<w<0， 
37 


(0D) 解 由 四 知 p = 一 也 ,因此 
anf2 37 
y=sn ( 六 一 


由 题 意 得 
2 kerZ. 


所 以 函数 y = sin (> 四 区) 的 单调 增 区 


间 为 ir 芝 | KE Z. 


(四 证 明 :… |y| = ( (> 中 


37 
2008 A 入 


所 以 曲线 y = f(x) 的 切线 斜率 取 值 范围 
为 [2,2]. 而 直线 5z 一 2y 十 c = 0 的 斜率 为 


2 > 2, 所 以 直线 52 -2y 十 c= 0 与 函数 y 一 


sin (> 区) 的 图 象 不 相 切 

(18) 方 法 一 : 

人 证 明 :… PAL 面 4BCD, CD 1 4D， 

.…. 由 三 垂 线 定理 得 :CD 1 PD. 

因而 ， CD 与 面 PAD 内 两 条 相交 直线 
4DP、PD 都 垂直 ， 

CD 面 已 4 记 . 

又 CD c 面 PCD,… 面 P4D 1 面 PCD. 








(I) 解 :过 点 B 作 BE/CA4, BE = C4， 
则 ZPBE 是 4C 与 PB 所 成 的 角 . 


24 数学 教学 
连结 AE, 可 知 4C = CPPB = BE= 4 








= V2, 又 4AB = 2, 
所 以 四 边 形 A4CBE 为 正方 形 . 
由 PA1 面 4BCD 得 LPEB = 90。， 
在 RtAPEB 中 BE= V2, PB= V5, 
BE _ V10 
PB 5 


“.。 AC 与 PB 所 成 的 角 为 arccos 


“. cos LPBE = 


( 肋 解 : 作 4N 上 CM, 垂 足 为 N, 连结 


BN. 

在 RtAPAB 中 , AM = MB, 又 4C = 
CB, 

“ A4MCS APBMC 

“. BNLOCOM, 

故人 和 ANB 为 所 求 二 面 角 的 平面 角 . 

“CB 上 4C, 由 三 垂 线 定理 , 得 CB 1 
PO, 

在 RtAPCB 中 ,CM = MB， 

所 以 CM = AM. 

在 等 腰 三 角形 4MC 中 ， 


总 
AN.MC=,/CM?— (和 .AC, 





A v6 
AN = 一 -一 一 一 天 
i v5 
2 
"AB 
2 > 2 
cos ZANB2A +BN 一 45 A 


2x ANx BN 


W|I 


故 所 求 二 面 角 为 arc cos (3 
方法 二 :因为 PA 1 4D, PA | A4B, AD 
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上 4AB, 以 A 为 坐标 原点 AD 长 为 单位 长 度 ， 
如 图 建立 空间 直角 坐标 系 , 则 各 点 坐标 为 
A(0,0,0)、B(0,2,0)、C(1,1,0). 
D(1,0,0)、P(0,0, 1). uM (013 


DD) 证明: 因 AP= (0,0,1), DC = 
故 A4P. DC =0, 所 以 AP 1 DC. 

又 由 题 设 知 4D 上 DO, 日 4P 与 4D 是 
平面 PAD 内 的 两 条 相交 直线 , 由 此 得 DC 上 
面 PAD. 又 DC 在 面 PCD 上, 故 面 P4D 上 
面 PCD. 

(加 解 : 因 4C= (1,1,0), PB= 

故 |4G| = V3, 区 0 PP 
2, 所 以 2 

COS (AC, PB) Ee 


(0, 1, 0), 





1 

由 此 得 AC 与 PB 所 成 的 角 为 arccosi 

(五 ) 解 :在 MC 上 取 一 点 N(z,y,z)， 则 在 
在 ER, 使 

> > 

NC = AMC, NC = 

= 1 

MC = (40-3); 

2 
2 es Re 
2 一 一 全 
要 使 AN 上 MO, 只 需 4N .MC =0, 即 
4 
z 一 2z = 0, 解 得 = 二 
4 1 2 

可 知 当 和 一 计时 ,入 点 华为 (1 了 ) 
能 使 AN . MC = 0. 此 时 ， 

AN = (让 BN = (3 -人 
有 BN.MC=0. 

由 AN.MC =0, BN.MC =0 得 AN 1 
MC, BN 1 MO. 所 以 LANB 为 所 求 二 面 角 





(1—zx,1 —y,—2%), 





的 平面 角 . 
Er en ne 
a | 
5 
一 L4N.BN 2 
ee 
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故 所 求 的 二 面 角 为 arccos (-3) 

(19) 解 : (了) 因为 {an} 是 等 比 数列 , 5%, > 0， 
可 得 al = S1 > 0, gz 0. 

当 g 三 1 时 , 9, = mal > 0; 





当 g 关 1 时 ， 5, = ) >0, 
1 三 nN 
上 式 等 价 于 不 等 式 组 : 
1—g<0, 
(n= 1,2,.…) 也 
1 一 9 < 0， 
或 
1 一 0> 0， 
1 一 0 > 0， 


解 @ 式 得 g > 1; 解 @@, 由 于 nn 可 为 奇数 、 
可 为 偶数 , 得 -1 <gq<1. 
综 上 ， 4 的 取 值 范围 是 (一 1， 0) U (0, 二 00). 


(I) 由 bn 二 Qmn 十 2 一 Jan+1 得 


3 3 
加 2_ 有 
on = an ( 34) 了 7 ( 24) Sn. 


了 是 7 -5 = 5, (2-2-1) 


= 0; (a+3) (gq — 2). 

又 因为 9。 > 0, 日 -1 < gq < 0 或 gq > 0， 
所 以 ， i 

当 --1 <d < -5 或 9 > 2 时 ， Th, 一 9 > 
0, 即 T, > 9n; 

-<q<2g0N, T, ~ Ss <0, 
即 T, < 9，; 

wg = -或 4 -2 时 ,到 -8 = 0, 即 
a 

(20) 解 :因为 单个 坑内 的 3 粒 种 子 都 不 发 芽 
的 概率 为 (1 一 0.5)3 = =, 所 以 单个 坑 不 需要 


补 种 的 概率 为 1 - 二 一 
3 个 坑 都 不 需要 补 种 的 概率 为 


NU 


， gs) = 0.670， 
恰 有 1 个 坑 需 要 补 种 的 概率 为 


1 7 
= 二 | =0.2 
CixBx (8) 0.287， 


数学 教学 和 -35 


恰 有 2 个 坑 需 要 补 种 的 概率 为 


1 7 
C3x|=) x-=—= 0.041, 


8 8 
3 个 坑 需 要 补 种 的 概率 为 


1 7 


0 二 ~ | = 0.002 


补 种 费用 的 分 布 列 为 
< | 0 10 20 30 
P | 0.670 | 0.287 | 0.041 | 0.002 


€ 的 数学 期 望 为 
Eé = 0x0.670+10x0.287+20x0.041 十 
30 x 0.002 = 3.75. 
2Z2 112 
(21) 电解: 设 椭圆 方程 为 二 人 (a 
> > 0), 天 (c,0)， 
则 直线 4 方程 为 Y 三 2 一， 
1 | 
代入 三 十 上 =1, 化 简 得 
a b 
(ao + 02)7x? 一 2a2cz + a2c2 — a2b? = 0. 
令 A(z1,Y1)、B(z2,y2), 则 
2 2 2p2 


2a2c Qa“c 一 和 
一 一 ，20122 二 一 一 一 . 
Q2 十 02 7 Q2 十 扩 2 


由 O04 + 0B = (zi+ 22,Y + 2), = 
(3, 一 1), O04 + OB 与 古 共 线 ,得 
3(y1 + yz2)+ (X122)= 0. 
又 几 三 01 一 cy 三 2 一 人 ， 
3(Z1 十 Za2 一 2c) 十 (zl 十 Za2) 王 0， 


21 十 02 二 


C 
。 LI 


_3c SF 2 2 
了 ,所 以 o = 30， 


的 sc= Vo 全。 
故 离心 率 6 一 二 一 
2 
(四 证 明 : 由 人知 o? = 35?, 所 以 椭圆 友 十 
2 
更 一 1 可 化 为 
2Z2 十 3V2 = 302. 
设 OM = (z,y), 由 已 知 得 


(X,Yy) 去 | 入 (Z1;,V1) a H(z2, Yy2), 
T= 和 Z1 十 12Z2， 


-全 


y = M1 十 HYy2. 
“M(x,y) 在 椭圆 上 ， 


-30 
机 (Mz1 十 HZ2)2 二 3( 和 Vi 十 1212)2 = 302. 

即 入 (zi 十 3%1 十 NA2(z2 十 372) 
十 2AU(zl7Z2 + 3y1y2) = 302. D 


3 
由 (D 知 Z1 二 22 二 56 
3 1 
0 = 30, 有 
ac —ab 3, 
VID 
Se a2 十 罗 8 


.21272 十 3V1V2 
一 2122 十 3(Z1 一 c(z2 一 6) 
= 47zl7a 一 3(zl 十 Zo)c 十 3c2 
= 5 一 2 十 3c2 = 0. 
又 X99 十 3y? 二 302, 22 十 3 = 302 代入 
@ 得 
入 十 /2 一 1 
收入 2 十 /为 定 值 , 定 值 为 1. 
(22) (1) 解 :对 函数 f(z) 求 导数 : 
f’(7)=(zlog2 x+) + (1 — x)log2(l — 2)] 
1 1 
”i 
= log» x — log,(1 — 7). 
rman) 


一 人 


一 log22Z 一 log2(1 一 


当 z < 5 时 f'(x) = log2 x — log2(1 一 
1) < 0, f(z (0) 减 
当 z > 3 时， f'(+) = logs x — logs(l1 一 


2) > 0, f(z J (11) Re 
ee 
一 1]. 


(TI) 证 法 一 :用 数学 归纳 法 证 明 . 

() 当 n = 1 时 , 由 (了 ) 知 命题 成 立 . 

( 营 假定 当 n = 大 时 命题 成 立 , 即 若 正 数 
D1, Pp2, "…， pzx 满足 pl 十 Pp2… 十 p2r 三 1 则 

Di log p1+p2 log2 DP2 十 '… 十 Dok log2 Pox 之 
—k. 

当即 三 上 十 1 时 , 硅 正 数 p1, p2,… 
满足 pl 十 pz 十 … 十 p2r+t1 二 1, 令 


) P2r+1 


数学 教学 


2005 年 第 7 期 


Z 二 Dll 十 D2 十:… 十 Pop 41 二 2 92 二 
p2 _ D2r 
on qd2r 一 a 

则 gi， d2) do 为 正 数 ， 且 ai 十 qz 十 :… 十 
G2rk 一 1. 


由 归纳 假定 知 qi log2 91 十 92 log2 92 十 … 十 
q2r log2 q2r 之 —k. 
Dl ljog2 pi 十 pa log2 Da 十 … 十 Dok ]og2 Por 
= x(qilog2 gl 十 dalog2q2 十 …: 
十 go2x ]og2 q2r 十 log2 £) 
> z(—k) + zlog, 7Z， OD 
同 理 , 由 pzrj41 十 pzr42 十 … 十 pzr+1 二 1 一 
z, 可 得 
Por+1log2 pox+1 十 …… 十 Dok+llog2 Port 
> (1—z)(-k)+ (lz)log(l— 7). ©® 
综合 合 中 、@ 两 式 
Dllog? D1 十 D2log2 D2 十 :… 十 Dos+log2 Dont 
> [z+ (1 oz)l(-k) 十 Zlog2m7 
十 ( 工 一 Z)log2(1 — zx) 
> 一 (k 十 1). 
即 当即 三 天 十 1 时 命题 也 成 立 . 
根据 妆 、( 可 知 对 一 切 正 整数 见 命 题 成 


8 


证 法 二 : 
令 函 数 g(z) = Zlog2Zz 十 (C 一 Z)log2(c 一 
Z) (常数 c > 0, ZE (0,c)), 那么 
多 z z 7 
g(z)=c [= log, ot (1-=) log2 (1-=) 
二 log 


利用 ( 知 , 当 = 了 
9(z) 取 得 最 小 值 . 

于 是 对 任意 x1 > 0, zz > 0, 都 有 

2Z1llog2 Z1 十 Za2logo7Z2 

> 2. 21 十 2Z2 1 01 十 2Z2 

= (zl 十 Z2)llog>(zl 十 zz) 一 车 . @ 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 结 论 . 

中 当 n = 1 时 , 由 (了 D) 知 命题 成 立 . 

(六 ) 设 当 n = 时 命题 成 立 . 即 者 正 数 P1， 
p2，,"… ,Pp2r 满足 pl 十 pz 十 … 十 pz 二 1, 有 

pi log D1 十 Da log2 p2+** “+p2r ]og2 Pox 之 


( 即 z = 5) 时 , 函数 
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入 \ 


高 等 


学 校 招生 统一 考试 


上 海 ” 数 学 试卷 (理工 农 医 类 ) 


考生 注意 : 本 试卷 共有 22 道 试题 , 满分 150 
分 . 考试 时 间 120 分 钟 . 

一 、 填空 题 (本 大 题 满分 48 分 ) 本 大 题 共 有 
12 题 , 只 要 求 直接 填写 结果 , 每 个 空格 填 对 得 
4 分 , 否则 一 律 得 零 分 . 


1. 函 数 (z)==logs (zx 十 1) 的 反 函 数 -!1(x) 





2. 方 程 4 十 2” 一 2 二 0 的 解 是 : 

3. 直 角 和 坐标 平面 zOy 中 , 阁 定 点 A(1,2) 与 
动 点 P(x,y) 满 满足 OP.O04 = 4, 则 点 己 的 轨迹 
方程 式 是 

4. 在 (z 一 a)2 的 展开 式 中 ， 2 7 的 系数 是 15. 
则 实数 c=_ 

5. 若 双 曲 线 的 渐 线 方程 为 y = 士 3z, 它 的 








一 个 焦点 是 (V10,0)， 则 双 曲 线 的 方程 是 
Z 一 1 十 2cos0 
| (9 为 参 
y= 2sing 
数 ) 化 为 普通 方程 ， 得 方程 是 
on 


7. 计 算 : 2 = 
8. 某 班 有 50 名 学 生 , 其 中 15 人 选修 人 课 
程 ， 另 外 35 人 选修 也 课程 . 从 班组 中 任 选 两 
名 学 生 , 他 们 是 选修 不 同 课程 的 学 生 的 概率 是 








9. 在 A4BC 中 , 若 Z4 = 120。 AB = 5 
BC=7 则 A4BC 的 面积 9 = 

10. 函数 f(z) = sinz 十 2|sinzl, xz € [0， 
27| 的 图 象 与 直线 y = 上 有 且 仅 有 两 个 不 同 的 
交点 , 则 的 取 值 范围 是 

11. 有 两 个 相同 的 直 三 棱柱 , 高 为 底面 
三 角形 的 三 边 长 分 别 为 3w、4a、5a(a > 0). 
用 它们 拼 成 一 个 三 楼 柱 或 四 棱柱 , 在 所 有 可 能 
的 情形 中 , 全 面积 最 小 的 是 一 个 四 棱柱 , 则 a 的 
取 值 范围 是 














1 
4 
i 部 

i 、 








5a 

12. 用 刀 个 不 同 的 实数 ai，a2，:…，an 可 
得 到 nl! 个 不 同 的 排列 , 每 个 排列 为 一 行 写成 一 
个 n! 行 的 数 阵 . 对 第 ? 行 ail Qi2, …, Qin, 记 
b; = —aiil 二 +24i2 一 3Qi3 十 … 十 (一 1)?nain, 1 一 
1， 2，3，…， nl. 例如 : 用 1，2, 3 可 得 数 阵 如 
右 , 由 于 此 数 阵 中 每 一 列 各 数 之 和 都 是 12, 所 
以 , 01 十 十:…: 十 06 王 一 12 十 2X12 一 3X 


POOLrOrOrrOrOrOrOrOrrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrrrOrOrOrOrOrrOrOrOrrrrr rr 入 / 


. (结果 用 分 数 表示 ) 
当 n = 十 1 时 ， p1l, p2,  …， p2x+1 满足 
Pi 十 p2 十 … 十 pzrt1 三 1. 


令 H= pilog, pi p21log, p2 十 …: 
+p2r+1—110g2 P2rt+1—1+P2rt1log2 Port1, 

由 @ 得 到 
H > (pl 十 pzjllogz(Pl 十 pz) 一 下 十 …: 
(Paks+l_1 十 Dos+i)llog2(Dpax+i 1 port1)— 1 
因为 (pl 十 pz) 十 :… 十 (os+l-1 十 Dok+l) 


过 十 


》 


由 归纳 法 假设 
(pi 十 p2)log2(pi 十 p2) 十 … 十 (por+1_1 十 


Po2x+t1) logs (par+1_1 十 poxr+t1) > 一 k, 得 到 
H> -ko(pi 二 pzt+ 二 porti_1 十 
p2r+1) 二 一 ( 龙 十 1). 





即 当 n = 上 十 1 时 命题 也 成 立 . 
所 以 对 一 切 正 整数 nn 命题 成 立 . 
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12 = 一 24. 那么 , 在 用 1, 2, 3, 4, 5 形成 的 数 阵 


中 , b1 十 52 十 … 十 bi20 二 
1 2 


1 
2 
2 
3 


[> 
Es Bo .OR 


3 
二 、 选择 题 (本 大 题 满分 16 分 ) 本 大 题 共 有 
4 题 , 每 题 都 给 出 代号 为 A、B、C、D 的 四 个 
结论 , 其 中 有 且 只 有 一 个 结论 是 正确 的 , 必须 
把 正确 的 结论 的 代号 写 在 题 后 的 圆 括号 内 , 选 
对 得 4 分 . 不 选 、 选 错 或 者 选 出 的 代号 超过 一 
个 (不 论 是 否 都 写 在 圆 括号 内 ), 一 律 得 零 分 . 
13. 若 函数 f(z) = 元- 二 T， 则 该 本 数 在 
(A) 单 调 递减 无 最 小 值 . 
(B) 单 调 递减 有 最 小 值 . 
(C) 单 调 递 增 元 最 大 值 . 
(D) 单 调 递增 有 最 大 值 . 
14. 已 知 集合 M = {zllz 一 直系 
一 fe 一 过 1， ZE 2 nz 等 


2,7 € 








(A){z|0<z<3,7r€2Z}. 
(B){z|0< zxz<3,r€2}. 
(C){z|—1<zxz<0,re€Z}. 

(D){z|—-1<z7z<0,7re€Z}. 

15. 过 抛物 线 风 = 4z 的 焦点 作 一 条 直线 
与 抛物 线 相交 于 A、B 两 点 , 它们 的 横 坐 标 之 
和 等 于 5， 则 这 样 的 直线 ne ( ) 

(A) 有 且 仅 有 一 条 . (B) 有 且 仅 有 两 条 . 

(C) 有 无 穷 多 条 . (D) 不 存在 . 

6. 设 定义 域 为 的 函数 

Rs 

0: zl 


则 关于 z 的 方程 六 (7) 十 bf(z) 二 c= 二 0 有 7 个 

不 同 实 数 解 的 充 要 条 件 是 re 刘 信和 ( ) 
(A)p<0 且 c>0.，(B)5<0 且 c < 0. 
(C)b<0Hc=0. (D)b>0Hc=0. 
三 、 解答 题 (本 大 题 满分 86 分 ) 本 大 题 共 有 

6 题 , 解答 下 列 各 题 必须 写 出 必要 的 步骤. 
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17. (本 题 满分 12 分 ) 

已 知 直 四 棱柱 4BCD - A1B1C1D1 中 ， 
441 = 2, 底面 4BCD 是 直角 梯形 , 24 为 直 
角 , AB//CD, 4B =4, AD =2, DC 二 1, 求 
异 面 直线 BC1 与 DC 所 成 角 的 大 小 ，( 结 果 用 
反 三 角 函 数 表 示 ) 

Di 


C1 











18. (本 题 满分 12 分 ) 

证 明 : 在 复数 范围 内 , 方程 |: 十 (1 一 DZ 一 
(+5z = (为 虚数 单位 ) 无 解 

19. (本 题 满分 14 分 ) 本 题 共有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 ， 第 2 小 题 满分 8 分 . 

如 图 , 点 4、B 分 别 是 椭 加 车 十 纪 =1 
长 轴 的 左 、 右 端点 , 点 卫 是 椭圆 的 右 焦 点 . 点 书 
在 椭圆 上 , 日 位 于 zx 轴 上 方 , PA 上 PF. 


YI pp 
区 2 | 
4 B 


( 世 求 点 书 的 坐标 ; 

(2) 设 M 是 椭圆 长 轴 4 已 上 的 一 点 ，M 到 
直线 AP 的 距离 等 于 |4B|, 求 椭圆 上 的 点 到 点 
M 的 距离 4 的 最 小 值 . 

20. 本题 满分 14 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满分 8 分 . 

假设 某 市 2004 年 新 建 住房 400 万 平方 米 ， 
其 中 有 250 万 平方 米 是 中 低 价 房 . 预计 在 今后 
的 若干 年 内 , 该 市 每 年 新 建 住房 面积 均 比 上 一 
年 增长 8%. 另外 , 每 年 新 建 住房 中 , 中 低 价 房 








Gl 
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的 面积 均 比 上 一 年 增加 50 万 平方 米 . 那么 , 到 
哪 一 年 底 ， 

(1) 该 市 历年 所 建 中 低 价 房 的 累计 面积 (以 
2004 年 为 累计 的 第 一 年 ) 将 首次 不 少 于 4750 万 
平方 米 ? 

(2) 当年 建造 的 中 低 价 房 的 面积 占 该 年 建 
造 住房 面积 的 比例 首 闪 大 于 85%? 

21. (本 题 满分 16 分 ) 本 题 共 有 3 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 4 分 , 第 2 小 题 满分 6 分 , 第 3 小 
题 满分 6 分 . 

对 定义 域 分 别 是 Dj、D 的 函数 y= 了 (72)、 
y 三 9(7X), 规定 : 函数 

f(z):g(x7) 当 X E D1 Hx € Ds, 
| f(z) 当 T E D1Hx ¢ Ds, 
g(z) 当 z ¢ D1 Hx € Dy. 

(车 函 数 f(z) = 一 ,9(z) = z2, 写 
出 函数 AZ) 的 解析 式 ; 

(2) 求 问题 (1) 中 函数 h(x) 的 值 域 

(3) 若 9(z) = f(z 十 Q), 其 中 a 是 第 数 , 且 
Q E |0,7], 请 设计 一 个 定义 域 为 R 的 函数 y = 
f(z), 用 一 个 a 的 值 , 使 得 h(x) = cos 4z, 并 子 
以 证 明 . 

22. (本 题 满分 18 分 ) 本 题 共 有 3 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 4 分 , 第 2 小 题 满分 8 分 , 第 3 小 
题 满分 6 分 . 

在 直角 坐标 平面 中 , 已 知 点 已 (1,2), PB(2， 
22),， 户 (3,23),…， Pa(n,2"), 其 中 nn 是正 整 
数 , 对 平面 上 任 一 点 ho, 记 A4i 为 40 关 于 点 用 
的 对 称 点 ，42 为 41 关于 点 耳 的 对 称 点 ，……， 
4 为 4 1 关于 点 用 的 对 称 点 . 

(D) 求 向 量 4o42 的 坐标 

(2) 当 点 4o 在 曲线 C 上 移动 时 , 点 42 的 轨 
迹 是 函数 y = f(x) 的 图 象 , 其 中 f(x) 是 以 3 为 
周期 的 周期 函数 , 且 当 z < (0, 引 时 , f(x) = 
lg2. 求 以 曲线 C 为 图 象 的 函数 在 (1 外 上 的 解 
析 式 ; 

(3) 对 任意 偶数 n, 用 表示 向 量 A04 的 
坐标 . 


答案 要 点 
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、( 第 1 题 至 第 12 题 ) 


1. 42 一 上. 2 
3.27 十 2 一 4= 0. 人 
站 2 区- 
人 1 6. (z—1)*+y =4 
3 
7. 3. 8. 二 
15 
9. 二 3 10.1<k<3 
V15 
11.0<a< nr 12. —1080. 
二 、( 第 13 题 至 第 16 题 ) 
代号 JAIBIBIC| 


三 、( 第 17 题 至 第 22 题 ) 

17. | 解法 一 由 题 意 4B/DC, … LC1BA 
是 异 面 直线 BC1 与 DC 所 成 的 角 . 连结 AC1 
与 4C, 在 Rt 人 ADC 中 , 可 得 4C = V5. 又 在 
RtA4CC 中 , 可 得 AC1 = 3. 

在 梯形 ABCD 中 ,过 C 作 CH/AD 交 AB 
于 万， 











得 LCHB = 90°, CH =2, HB=3, 
“CB = V13. 又 在 RtACBC1 中 , 可 得 
BCO1 = V17, 


在 人 ABC1 中 ， 
AB?+BC?-AC? 3VI17 
COS “4BCI 一 一 54P PC 
3V17 





.. LABO!1 = arccos 17 


“。 异 面 直线 BC1 与 DPC 所 成 角 的 大 小 为 
3V17 





arC COS 
[解法 二 ] 如 图 ; 以 吃 为 坐标 原点 , 分 别 以 
DA、DC、DDi 所 在 直线 为 <、y、z 轴 建立 
直角 坐标 系 . 
则 G1(0, 1,2), B(2,4,0), 











设 BO1 Gi 与 BD 所 成 的 角 为 9 
i BO .0D Su 
| 到 | 可 | 





3V17 
0 = arccos ee 


“。 异 面 直线 BOC1 与 DC 所 成 角 的 大 小 为 
3V17 


arC COS 7 
18. [证 明 ] 原 方程 化 简 为 |z|? 十 
(1+i)z=1—3i. 
设 z= 二 ZT 十 yi 





(1 —i)z— 


(Zz、y E RR), 代入 上 述 方 


程 得 

zZ2 十 12 一 2zi 一 20i=1 一 3i 

22 十 内 一 1 (1) 

27 二 2y =3, (2) 
将 (2) 代 入 (1), 整理 得 
8x2—12z+5=0 (*) 
“人 二 一 16 <0, … 方程 (*) 无 实数 解 . 
… 原 方程 在 复数 范围 内 无 解 . 


19. [ 解 ] (1) 由 已 知 可 得 点 4( 一 6 ,0)、 P(4, 
0), ¥ 役 点 也 的 坐标 是 (z,y), 则 AP = i y}, 
AP =- {2; 一 4 ;外 由 已 知 得 


二 1] 

{i 20 

(z+6)(z—4)+y =0, 
则 222+9z-18= 0z= 3 或 ?一 -6 

3 5 
由 于 y > 0, 只 能 z = 3, 于 是 y = 了 V3. 
3 5 

.. 点 三 的 坐标 是 $33) 

a 
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设 点 M 的 坐标 是 (m, 0), 则 MM 到 直线 AP 

的 距离 是 | 二， 
TR Ee 


解 得 m 
a (X,Yy) 到 点 MM 的 距离 有 
d=(r—2) +y 


5 
= 0 


4 9\? 
eg ES 1 
$ ( 2 十 15 


由 于 -6<z<6， 

~ 当 z = 了 时 , 4 取得 最 小 值 VI5. 

20. [ 解 | (1) 设 中 低 价 房 面积 形成 数列 {a }， 
则 题 意 可 知 {an} 是 等 差 数 列 ， 

其 中 al = 250, qd = 50， 

a) 
225n, : 

令 25n? 十 225n 之 4750， 

即 n2 十 9n 一 190 > 0, 而 nn 是 正 整数 
.7 之 10. 

.… 到 2013 年 底 , 该 市 历年 所 建 中 低 价 房 的 
累计 面积 将 首次 不 少 于 4750 万 平方 米 . 

(2) 设 新 建 住房 面积 形成 数列 {0;,}， 由 题 
意 可 知 {0w} 是 等 比 数列 ， 

其 中 51 = 400, gq = 1.08， 

则 5 = 400: (1.08)"-1. 

由 题 意 可 知 a,, > 0.850,， 

有 250 十 (nn 一 1) :50 > 400. (1.08)"-! 
0.85. 

由 计算 器 解 得 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 正 整 
数 n = 二 6. 

“ 到 2009 年 底 , 当年 建造 的 中 低 价 面积 
该 年 建造 住房 面积 的 比例 首次 大 于 85%. 

21.[ 解 (1) 。 


) 


x 50 = 二 25m2 十 


-| 一 也 TE (一 co,1) U (1,+o0) 
1, 4 

2 
(2) 当 z #1 时 , h(z) = 二 二 =z-1+ 


1 


一 一 一 十 2 
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若 z > 1, 则 h(x) > 4 其 中 等 号 当 7z = 2 
时 成 立 . 
若 z < 1, 则 h(x) < 0, 其 中 等 号 当 z = 0 
时 成 立 . 
.… 函数 h(x) 值 域 是 
(—00,0) U {1} U [4 十 oo). 
(3) [解法 一 | 令 (x) = sin2zx++cos27x, a = 
了 则 g(z) = f(z + o) 
= sin2 (z+7) 十 Cos2 (z+7) 
= COS 27 一 Sin 20， 
于 是 h(x) = 帮 z) f(x+o) 
= (sin 27x+ cos 27x)(cos 27— sin 27) 
= cos 47. 
[解法 二 |] 令 f(x) = 1 十 V2sin2x, a = 
则 g(x) = f(z+a) = 1+V3sin2 (z+5) 
二 1 一 V2 sin 2 
于 是 h(x) = f(7): f(x+o) 
= (1 + V2sin27)(1 — V2 sin 27) 
=1— 2sin’27 
= COS 47. 
22. | 解 | (1) 设 点 A1(z,Y)， 
4o 关于 点 只 的 对 称 点 41 的 坐标 为 
A1(2— 7,4—yv), 


TTA rr rr rr rr 


(上 接 第 7-42 页 ) 
0° 线 上 的 端点 入 固定 在 上 , 再 把 量 角 器 绕 点 
下 顺 时 针 方 向 旋转 Za(0”< a < 90°), 使 得 
点 他 转 为 点 M'. 此 时 量 角 髓 的 半圆 弧 与 BF 
相交 于 点 卫 , 设 点 卫 处 量 角 器 的 读数 为 n. 





图 5 
(1) 用 含 rm 的 代数 式 表 示 Za 的 大 小 
(2) 当 m? 等 于 多 少时 , 线段 PC 与 M'F 平 
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41 关于 点 忆 的 对 称 点 42 的 坐标 为 
A2(2 十 ,4 十 Vy)， 

所 以 , 4042 = {2, 人 和， 

(2) 解法 一 A4642 = {2,4}， 

“. f(z) 的 图 象 由 曲线 C 向 右 平移 2 个 单 
位 , 再 向 上 平移 4 个 单位 得 到 . 

因此 , 曲线 C 是 函数 y = 9(z) 的 图 象 , 其 中 
9(z) 是 以 3 为 周期 的 周期 函数 , 日 当 x € (一 2,1] 
时 , g(x) = lg(z 十 2) 一 4. 于 是 , 当 x € (1,4 
时 , g(x) = lg(x —1)—4. 

[解法 二 | 设 Ao(7x,y), 42(z2y2), 于 是 

TX2—7X=2 
y2—y=4. 

若 3 < x2 < 6, 则 0 < zo 一 3 < 3, 于 是 
jza) = f(t2 —3)= lg(r2 — 3). 

当 1 < x < 4 时 , 则 有 3 < zx2 << 6,Y++4= 
lg(z — 1), 

“ 当 X € (1,4| 时 , g(x) = lg(x —1)—4. 

(3) A0 An—Ao A2+ A A4 + + An aAn, 

由 于 Azk_242 二 2Pyr 1 Bor, 得 

A 二 2 (BB+BP+ 站 +PiP) 

二 2({1,2} 十 行 ,23} 十 … 十 {1,2”-1})) 


Ea 











和 TA NNTN~N 


(3) 在 量 角 器 的 旋转 过 程 中 过 点 M' 作 
GH 上 M'F, 交 AB 于 点 G, 交 AD 于 点 HH. 
设 GE = 7z, 人 4AGH 的 面积 为 9, 试 求 出 5 关 
于 x 的 函数 关系 式 , 并 写 出 自 变量 2 的 取 值 范 
围 . 





简 评 : 本 题 要 求学 生 在 会 正确 使 用 量 角 器 
的 基础 上 , 一 方面 用 正确 读数 方面 的 知识 来 求 
有 关 角 的 大 小 ; 男 一 方面 要 在 学 会 假设 存在 的 
前 提 下 去 探索 其 解 ; 再 次 要 合理 运用 勾 股 定理 , 
学 会 用 一 个 字母 的 代数 式 表示 另 一 个 字母 , 从 
而 设法 求 得 函数 关系 式 . 

由 上 可 知 , 数学 常规 用 具 的 运用 可 以 说 是 
最 贴近 考生 实际 不 过 的 了 , 运用 这 些 来 制作 命 
题 , 题 风 很 好 , 应 当 不 断 发 扬 . 
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中 学 数学 弟 规 教具 下 的 中 考题 


226600 江苏 省 海安 县 海南 中 学 ” 陈 振 华 


三 角 板 、 圆 规 、 量 角 器 是 师 生 在 教学 过 程 
中 常用 的 教具 和 学 具 ， 翻阅 近年 来 的 中 考试 
卷 , 运用 这 些 常 规 教具 和 学 具 作 答 的 试题 也 时 
有 发 现 . 现 摘 选 其 中 部 分 简 述 如 下 : 

题 1 (2004 年 黑龙 江 省 中 考试 题 第 三 题 ) 
如 图 1, 将 一 副 三 角 板 全 放 在 一 起 , 使 直角 的 项 
点 重合 于 点 0, 则 人 和 40OC + <DOB 的 度数 为 
= 

简 评 : 此 题 要 求 明确 特殊 与 一 般 的 辩证 关 
系 , 要 求 会 对 简单 的 图 形 进行 组 合 与 拆 分 ， 并 
能 灵活 地 运用 等 量 代 换 解 题 . 


人 
,CU/ 

D PA 

图 1 图 2 
题 2 (2003 年 湖北 省 荆州 市 中 考试 题 ) 为 
了 测量 一 个 圆 形 铁 环 的 半径 , 某 同学 采取 如 下 
方法 :将 铁 环 平 放 在 水 平 桌面 上 , 用 一 把 锐角 
为 30° 的 三 角 板 和 一 把 刻度 尺 , 按照 如 图 2 所 
示 的 方法 得 到 相关 的 数据 , 进而 可 求 得 铁 环 的 
半径 .者 测 得 P4 = 5cm， 则 铁 环 的 半径 是 





Cl 

简 评 : 测量 贺 的 半径 的 方法 很 多 , 例如 可 依 
据 切线 的 性 质 定理 、 切线 长 定理 以 及 解 直角 三 
角形 三 方面 的 知识 进行 综合 解决, 即 过 卫 点 作 
直线 ! 上 PA, 再 用 三 角 板 画 一 个 顶点 为 4, 一 
边 为 4P, 大 小 为 60° 的 角 , 这 时 角 的 另 一 边 与 
! 交 于 点 O, 则 O 就 是 圆 环 的 圆心 , 由 tan 60* 二 
,可 求 出 OP 

题 3 (2004 年 山东 省 青岛 市 中 考试 卷 压 
轴 题 ) 把 两 个 全 等 的 等 腰 直 角 三 角 板 4BC 和 


EFG (其 直角 边 长 均 为 4 闭 放 在 一 起 (图 3)， 
且 使 三 角 板 BFG 的 直角 顶点 G 与 三 角 板 
ABC 的 和 斜 边 中 点 0 重合 。 现 将 三 角 板 FPG 
绕 点 G 顺 时 针 旋 转 ( 旋 转角 a 满足 条 件 : 0”< 
Q < 90°), 四 边 形 CHGK 是 旋转 过 程 中 两 三 


角 板 的 重生 部 分 (图 4). 
到 4 
G(O) 

G(O) 

C B B 
FE F 
F 
图 3 图 4 


(1) 在 上 述 旋转 过 程 中 , B 有 与 CK 有 怎样 
的 数量 关系 ? 四 边 形 CHGK 的 面积 有 何 变 
化 ? 证 明 你 发 现 的 结论 ; 

(2) 连结 囊 K, 在 上 述 旋转 过 程 中 , 设 BH 
二 X, 人 GHK 的 面积 为 y, 求 y 与 X 之 间 的 函数 
关系 式 , 并 写 出 自 变量 z 的 取 值 范围 

(3) 在 (2) 的 前 提 下 , 是 否 存在 某 一 位 置 ,使 
AGHK 的 面积 恰好 等 于 A4BC 面积 的 
六 ?车 存在 , 求 出 此 时 2 的 值 ; 若 不 存在 , 说 
明理 由 . 

简 评 : 本 题 要 求 考 生 能 从 极限 位 置 着 手 , 在 
变化 中 探求 不 变 的 内 容 . 在 这 过 程 中 , 要 能 及 
时 发 现 三 角形 全 等 的 结论 , 要 学 会 运用 补 集 法 
解数 学 的 思想 方法 , 必须 熟练 掌握 探究 题 的 党 
规 解法 . 

题 4 (江西 省 2004 年 中 考题 最 后 一 题 ) 如 
图 5, 在 和 矩形 4BCD 中 , A4B =3, 4A4D=2, 点 
、 了 分别 在 4B、DC 上 , AB=DF=2. 现 
有 -一块 直径 为 2 的 量 角 器 (圆心 为 O) 放 置 在 图 
形 上 , 使 其 0° 线 MN 与 BF 重合 ; 若 将 量 角 器 

(下 转 芝 了- 人 页) 
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2005 年 日 本 全 国 统考 数学 II. 数 学 B 的 试题 分 析 


200062 华东 师范 大 学 数学 系 


一 年 一 度 的 日 本 统一 考试 已 于 2005 年 的 1 
月 15、16 日 两 天 举行 . 数学 工 .数学 了 B 的 考试 时 
间 为 1 小 时 , 满分 为 100 分 . 参加 该 项 考试 的 学 
生 有 326,674 人 (去 年 为 339,071 人 ), 平均 得 分 
为 52.47 分 (去 年 为 45.65), 标准 差 为 18.89 (去 
年 为 20.19). 共 6 个 试题 , 其 中 第 一 、 第 二 题 为 
必 答题 ; 第 三 、 第 四 、 第 五 、 第 六 题 为 选 做 题 ， 
从 中 选 做 两 题 , 与 前 面 的 两 个 必 答题 合计 做 四 
题 即 可 . 试题 均 为 客观 题 , 除了 第 六 题 外 , 其 余 
均 为 填充 题 . 

今年 的 试题 与 去 年 相 比 , 总 体 上 必 答 题 的 
难度 相差 无 几 , 但 选 做 题 的 难度 都 比 去 年 有 所 
下 降 , 计算 量 也 比 去 年 小 了 . 在 选 做 题 中 无 论 
是 关于 向 量 试题 还 是 复 平面 试题 , 推理 过 程 的 
引导 基本 上 由 浅 入 深 、 循序 渐进 , 比较 符合 考 
生 的 认 知 规律 出 题 方式 有 所 改变 , 没有 因为 
计算 的 错误 , 导致 整个 解 题 失败 . 鉴于 上 述 的 
理由 , 历经 三 年 后 今年 的 平均 分 终于 到 达 了 50 
分 以 上 ( 表 1-1)， 




















从 表 1-2 中 可 以 看 到 出 题 的 内 容 范 围 基 本 
上 与 过 去 相似 , 没有 特别 大 的 变化 . 但 仔细 分 
析 可 以 发 现 微 积 分 这 部 分 出 得 较 少 , 这 也 许 是 


陈 月 兰 


为 了 与 明年 统考 逐步 接近 的 原因 . 

明年 是 新 指导 要 领 实施 后 的 第 一 次 考试 
考试 内 容 将 会 有 较 大 改变 , 从 现在 的 6 门 学 科 
32 个 科目 减少 到 28 个 科目 . 数学 在 原来 的 《 数 
学 I》、《 数 学 I 》、《 数 学 五 》、《 数 学 A》、《 数 
学 B》、《 数 学 C) 等 6 个 科目 外 又 增加 了 《数学 
基础 》, 有 关 《 数 学 基础 》 的 出 题 范 围 和 内 容 目 
前 暂 定 为 以 新 指导 要 领 为 主 , 如 何 考试 , 中 心 
正在 研讨 之 中 , 在 新 指导 要 领 下 的 日 本 的 全 国 
统考 无 论 在 内 容 上 还 是 在 形式 上 据说 肯定 会 
改革 , 我 们 将 拭目以待 . 

下 面 就 今年 的 统考 题 进行 逐一 分 析 : 

第 一 大 题 有 两 个 小 问题 
1] 是 关于 三 角 函 数 、 指 数 和 对 数 函 数 的 试 
题 , 共 17 分 . 利用 倍 角 、 半 角 公 式 进行 恒 等 变 
形 , 最 后 转化 为 求 二 次 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 
要 求 变换 熟练 、 快 速 , 而 且 有 一 定 的 计算 量 . 
2?] 是 关于 指数 、 对 数 间 比 较 大 小 的 试题 ， 
共 13 分 .判断 a 与 5 的 大 小 , 需要 经 过 较 复杂 
的 计算 后 , 才能 有 结果 , 这 里 是 否 能 够 灵活 运 
用 给 出 的 条 件 是 解 题 的 关键 . 

第 二 大 题 是 关于 图 象 、 方 程式 和 微 积 分 的 
试题 , 共 13 分 . 表面 上 看 是 传统 题 , 但 出 题 的 
内 涵 正 在 悄悄 地 发 生变 化 , 比如 图 象 在 坐标 系 
中 正确 的 位 置 用 选择 题 的 形式 出 现 , 这 是 从 未 
有 过 的 , 估计 这 是 为 明年 新 指导 要 领 实施 后 的 
第 一 次 考试 作 准 备 . 另外 , 今年 虽然 也 有 关于 
微 积分 试题 , 但 只 是 一 次 积分 , 同 去 年 相 比 , 显 
得 比较 容易 . 

第 三 题 是 关于 向 量 在 平面 几何 中 应 用 的 试 
题 , 共 30 分 . 涉及 到 向 量 的 坐标 表示 、 内 积 和 
绝对 值 等 相关 内 容 . 由 于 题目 较 长 , 初 看 给 人 
一 种 复杂 的 感觉 , 如 果 不 认 真 审 题 , 可 能 会 对 





一 一 





一 一 
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题目 的 理解 带 来 障碍 . 特别 是 所 给 出 的 向 量 的 
始点 不 是 原点 , 可 能 会 对 考生 带 来 一 定 的 困难 . 
但 由 于 引导 得 比较 自然 , 所 以 只 要 能 够 攻破 题 
初 的 一 些小 问题 , 那么 后 面 的 解决 也 就 比较 顺 
利 了 . 

第 四 题 是 关于 复 平面 的 试题 , 共 30 分 . 前 
半 部 分 的 出 题 形式 是 历年 来 典型 的 形式 , 对 考 
生来 说 应 该 没有 问题 . 至 于 后 半 部 分 如 能 合理 
运用 前 半 部 分 的 结果 , 那么 进展 会 很 顺利 . 求 p 
和 gq 的 关系 式 对 某 些 考生 来 说 可 能 会 感到 有 些 
不 知 所 措 , 无 从 下 手 . 而 后 一 个 空格 因为 与 前 
面 没 有 关系 , 相对 也 比较 简单 , 应 该 没有 什么 
问题 . 

第 五 题 是 关于 概率 分 布 的 试题 ， 共 30 分 . 
这 种 先 设 定好 游戏 规则 ,然后 将 仍 子 掷 出 , 根 
据 掷 出 来 的 情况 以 及 规则 得 到 相应 的 点 数 的 
概率 题 是 这 几 年 来 经 常 出 现在 统考 中 的 题目 . 
前 半 部 分 的 问题 的 设置 是 传统 题 , 后 面 的 减 去 
点 数 的 出 题 方式 比较 新 颖 . 题目 较 长 , 设 问 有 
一 定 的 难度 , 但 这 些 都 是 数学 I 中 概率 部 分 的 
基本 内 容 , 如 果 对 这 部 分 内 容 掌 握 好 的 话 ， 应 
该 可 以 正确 解答 . 后 面 的 条 件 概 率 以 及 数学 期 
望 是 数学 B 的 内 容 , 前 面 能 顺利 完成 的 话 ， 下 
面 只 要 直接 利用 这 些 结果 即 可 . 

第 六 题 是 求 有 关 本 利和 与 余额 的 程序 , 共 
30 分 . 由 于 题目 选择 的 是 与 存款 、 利 息 有 关 的 
问题 , 因此 首先 考生 要 具有 一 定 的 数学 思考 能 
力 , 需要 将 实际 问题 数学 化 ; 其 次 要 熟练 掌握 
等 比 数列 等 数学 知识 ; 最 后 当然 要 有 编程 的 能 
力 . 这 里 如 果 能 够 区 别 时 刻 、 定 期 存款 的 周期 
的 概念 , 那么 解 题 时 不 会 感到 困难 . 编程 题 从 
以 往 关注 纯 数 学 内 容 发 展 为 与 实际 生活 相 联 
系 , 这 不 能 不 说 是 一 个 很 大 的 转变 . 

具体 试题 请 看 下 面 的 附录 . 

参考 文献 : 

http://www.dnc.ac.jp 

第 一 题 ( 必 答 题 30 分 ) 

由 设 4(-10)、B(cos 0,sin0)、C(cos 20， 
sin 20) 是 平面 直角 坐标 系 上 三 点 , 当 9 在 0° < 
0 < 180° 范围 内 变化 时 , 求 4 = 4C + BC 的 
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最 大 值 和 最 小 值 . 
求解 过 程 : 
(1) 因为 
AC? =[A|+2cos20 
二 cos2 0， 
=[C|—2cos0 =[D|sin’ 2 
所 以 ad =|Ellcosgl +[E]sin$. 
(2) 设 1 一 sin5, 因为 


当 0° < 0 < 90° 时 ,0 <t< 


-[Il# + [t+2; 
V[G| 
当 90。 < 9 < 180° 时 , 人 一 < 


d=[1]# +[I]—2; 
VIK 
从 而 当 t= 时 , d 取 得 最 小 值 YIM|， 
此 时 9 =[NO] ; 
当 t = [Pj] 时 , 4 取得 最 大 什 VY[Q], 此 时 


cr 








2 Ya V3 

=4;[|=2; 一 一- 一; = V5; 
四 = 夺回 二 ; VIM] 
[NO] = 90°; sy RST| = 
180°. 

加 已 知 2 = (3) 三 二 
为 正 数 . 设 a = 2z, pb 2 c= 二 3z, 试 比较 a 
b、c 的 大 小 . 

求解 过 程 : 


(1) 因 为 z=y (logs[ 可 -加 ),5-“= 
y 全 -ae 加) 所 以 a 与 5 比较 则 [区 ] 
较 大 . 
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(2) 因 为 x = zlogz|Y|] 


C 一 QQ 一 2 3—210gs[Y]) 


所 以 a 与 < 比较 则 [Z| 较 大 . 
(3) 利用 35 G3) 则 a、b、c 之 闻 的 大 


小 关系 为 : [加 <|6| < [7]. 

参考 答案 : loga[U|-[V| = log25 - 1; 
EU [ae] = 
b; Se =Q. 

第 二 题 ( 必 答 题 30 分 ) 

设 a 为 常数 , C 表 示 抛 物 线 ! = z2 十 2az 一 
a” 一 20?, 书 为 抛物 线 的 顶点 . 

(1) 因为 项 点 PP 的 坐标 为 

(| -Do) 

所 以 对 任意 的 常数 a, 都 有 顶点 己 在 函数 
图 象 y = zB [F|z? 上 . 

(2) 设 a 在 -3 < a <1 的 范围 运动 

当 a =[G|] 和 a = [HHI| 时 , 顶点 已 的 纵 坐 
标 取得 最 大 值 ; 

当 a = [JK] 时 , 顶点 已 的 纵 坐 标 取得 最 小 
值 . 

(3) 设 O01 为 a 取 上 述 (2) 中 求 得 的 [G | 值 时 
的 抛物 线 ; 

设 C2 为 a 取 上 述 (2) 中 求 得 的 [HI| 信 时 的 
抛物 线 ; 

设 Cs 为 a 取 上 述 (2) 中 求 得 的 [JK |] 值 时 的 
抛物 线 . 

因为 抛物 线 C2、Cs 的 方程 为 

C2:Yy= 2? -[Llz +[M|; 

C3:Yy= 7X2— [Nl]z, 

所 以 Ci 与 C? 交点 的 横 坐 标 ( 即 z 坐 标 ) 为: 
29) 

O01 与 C3 交点 的 横 坐 标 ( 即 z 坐 标 ) 为 :[P]， 

C2 与 C3 交点 的 横 坐 标 ( 即 z 坐标) 为 : 忆 - 

(4) C1、C2、C3 在 平面 直角 坐标 系 中 的 图 
象 最 恰当 的 是 下 列 提供 的 图 1 ~ 4 中 图 [R| 的 
图 象 (这 里 省 略 了 坐标 轴 和 曲线 名 称 ). 
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2) 因为 x = | 
es WW WW 
a 与 交 则 |Z | 较 
3 (i 
3 











图 1 图 2 
et 
参考 答案 : [= el 


—a3 一 3a2; ; zB [下 jz 一 23 — 322; ;[G|= 
0 [= -3 [= -2 -加 z+ 
2Z2 一 6z 十 9; -四 ee 到 


RE CE 20 分 ) 

在 平面 直角 坐标 系 中 有 三 点 O(0,0)、 
PP(4,0)、Q@(0,3), 以 这 三 点 为 顶点 所 构成 的 三 
角形 OPQ 的 内 部 有 一 个 三 角形 4BC (如 图 5 
所 示 ). 分 别 过 点 4、B、C 向 直线 OQ 作 垂 线 ， 
其 垂 足 为 41、Bi、 OQ1; 分 别 过 点 4、B、C 向 直 
线 OP 作 垂 线 , 其 垂 足 为 4?、B2、C2; 分 别 过 点 
A、B、C 向 直线 PQ 作 垂 线 , 其 垂 足 为 43、B3、 
C3.， 并 设 41 为 线段 B1C1 的 中 点 ; Bo 为 线段 
42C2 的 下 Cs3 为 线段 43 Bs 的 中 点 . 





、C3 0 





3 
2 


2 
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求解 过 程 : 

设 AB = (z, 册 4C = (z,w)， 因 为 点 
41 是 线段 B101 的 中 点 , 故 有 w = [Al]y; 又 
由 于 点 Bz 是 线段 42C2 的 中 点 , 因此 得 到 > = 
[ 孔 ]z. 设 线段 4B 的 中 点 为 D, 因为 点 Cs 是 线 
段 43Cs 的 中 点 , 所 以 有 CD. PO =|C|]. 


还 因为 PG = ([DE], 蔬 ])， 





-加 (三 -a6), 
I ) 
Ce 回 妆 ) Wo 
LBAC = . 
COS 
参考 答案 :[Ajy = -y;[B|zx = 2z;[C|= 


0 (ED 相国 ) = (43); E(B 





加 ， vB VST] _ vs 
5 [Vv] 
第 四 题 ( 选 做 题 20 分 ) 


设 两 个 复数 p、9 与 三 个 相 异 的 复数 a、6、 
7 满足 下 列 关系 式 : 


Qa 二 +6++7Y=0, 中 
ca0 二 OCT 二 Ta =D， © 
QBYy = q, ® 


复数 a、B6、7 在 复 平面 上 所 对 应 的 三 点 分 
别 为 4、B、CO. 设 三 角形 A4BC 为 4B = AC 的 
等 腰 直 角 三 角形 , 这 这 时 有 

-a 


arg 机 一 = AB| 一 
ee ee 180° < 
arg z < 180°, ;下面 均 假设 
arg Ee 
由 @ 可 得 到 
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B= -一 cw7= 一 一 
6 


| 

L 

= 二 王 一 
了 am ,49 oa. 


从 而 Pp.4 必 须 满足 式 子 : 

[RS lH = [uvla™" 

设 复 平面 上 还 有 一 点 DD, 当 四 边 形 ABCD 
为 正方 形 时 , 则 与 点 DD 相应 的 复数 为 [XY |a. 

参考 答案 :|AB] = 90";[C] = 1 





[Fi -1+3i 

本 有 
[Hd 13i 

Me 
3 0 

3a 一 一 一 

[Md] "加 | 
[RS]p[D = 50p;; 中 2， = 2792; 
[XY |a = -2a. 
第 五 题 ( 选 做 题 20 分 ) 


仍 子 最 多 掷 5 次 , 根据 掷 出 的 
相应 的 点 数 , 具体 游戏 规则 如 下 : 

掷 出 骨 子 若 出 现 数字 5 或 6, 则 称 发 生 了 事 
件 4. 在 掷 山 子 的 过 程 中 首次 出 现 事 件 4, 则 
计 点 数 为 1, 然后 继续 游戏 .再 次 出 现 事 件 4， 
则 得 到 点 数 2, 加 上 前 面 得 到 的 1 点 , 合计 点 数 
为 3, 此 时 游戏 结束 . 如 果 5 次 中 , 只 有 一 次 发 
生 了 事件 4, 那么 得 1 点 , 游戏 也 随 之 结束 ; 如 
果 5 次 中 , 没有 一 次 发 生 事件 4, 则 在 原来 拥有 
的 点 数 上 减 去 L 点 (m 是 事先 定好 的 ). 

小 D 按 上 面 规则 玩 了 这 个 游戏 , 假设 小 D 
最 初 具有 点 数 a ( 设 a、m 为 自然 数 , a > m), 这 
个 游戏 结束 时 , 设 小 D 具 有 的 点 数 为 概率 变量 
广 , 则 

(1)X=a+1 的 概率 为 [2 


243 
C 
(2) 正 好 掷 4 次 游戏 结束 的 概率 为 | 


[pe] 
FG 
掷 4 次 或 搓 5 次 游戏 结束 的 概率 为 站 | 
(3) 掷 了 3 次 还 没有 发 生 事件 人 的 概率 为 


结果 给 一 个 
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二 = ， 3 次 还 ; A 时 , 久 
Ea 据 了 3 次 还 没有 发 生 事件 A 时 , X > a 
的 条 件 梳 率 为 
(4) 概率 变量 X 的 期 望 
OPQ|- [RS 


243 
使 得 (X) > a 的 最 大 自然 数 m 为 [TU| 
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第 着 ( 选 做 题 20 分 ) 

在 某 银行 存 钱 , 存 满 一 个 周期 得 利息 , 利 
息 的 计算 方法 是 本 金 的 5%, 在 期 末 结 算 ， 比 
如 有 本 人 金 a 万 日 币 , 则 期 满 后 可 得 到 本 利 金 为 
1.05 x a 万 日 币 . 在 第 一 个 周期 的 期 初 有 位 A 
先生 在 该 银行 已 有 储蓄 额 为 5 万 日 币 , A 先生 
将 从 这 5 万 中 取出 m 万 日 币 , 而 将 剩余 的 作为 
定期 , 则 剩余 额 存 满 一 个 周期 后 可 得 到 5% 的 
利息 . 这 里 假设 > m. 从 第 二 个 周期 开始 , A 
先生 预定 在 每 个 周期 的 期 初 从 储蓄 额 中 取出 
m 万 日 币 , 如 果 余额 一 旦 不 满 m 万 日 币 , 那么 
将 取出 所 有 的 余额 . 在 以 下 的 问题 中 , INT(X) 
表示 不 超过 X 的 最 大 整数 . 

(1) 下 面 的 程序 是 一 个 用 来 查找 需要 几 个 
周期 才能 使 储蓄 余额 成 为 0 日 币 的 程序 在 该 
程序 中 , 当 给 出 自然 数 ? 和 m 时 , 在 第 nn 个 周期 
的 期 初 看 取出 储蓄 额 后 余额 为 0 元 , 则 输出 自 
然 数 n. 

【程序 1] 

100 INPUT “B =”;B 

110 INPUT “M =”;M 

120 N=0 

130 N=N+1 

140 B=1.05*(B-M) 

150 ”IF B>0 THEN GOTO 

160 PRINT N 
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170 END 

请 将 上 述 程序 中 的 空格 [ABC| 填 好 , 完成 
该 程序 . 

(2) 改变 上 述 程序 的 第 160 句 , 若 要 输出 在 
最 终 周期 取出 的 金额 不 满 1 万 日 币 被 舍弃 的 金 
额 , 那么 只 要 改变 第 160 句 的 [ 卫 ] 即 可 . 注意 这 
里 金额 的 单位 为 万 日 币 . 上 述 空格 [D] 请 根据 
以 下 提供 的 @ ~ @ 个 选项 中 选择 一 个 正确 的 . 

中 PRINT N, INT (B); 














® PRINT N, INT(B/1.05 — M). 

(3) 设 在 第 1 周期 期 初 的 储蓄 额 为 2150 万 
日 币 , 从 中 取 走 100 万 后 ， 则 在 第 1 个 周期 末 
可 得 到 本 利和 为 2152 万 , 比 第 1 周期 期 初时 的 
2150 万 有 所 增加 ， 才 在 每 个 周期 的 期 初 取出 
100 万 日 币 , 设 在 第 nn 个 周期 的 期 末 储 琵 余 额 
为 cn 万 日 币 , 那么 cn+l = 1.05(cn 一 m), 从 而 
有 cn+1 一 cn 三 1.05(cn — cn_1),n = 1,2,.… 
(这 里 co = 2150), 因此 如 果 c1 一 co 六 0, 那 
么 储 鞭 余 额 将 不 会 减少 ， 这 里 的 ci 担 m% 和 co 
而 定 , 满足 cl 一 co > 0 的 最 大 的 自然 数 m 为 
[se] 

(4) 下面 的 程序 是 用 来 计算 要 使 A 先生 的 
储蓄 余额 经 过 nn 周期 后 不 为 0， 那么 在 第 1 个 
周期 的 期 初 所 必需 的 储蓄 额 0 万 日 币 的 . 这 里 
UL 

【程序 2) 

100 INPUT “N =";N 

110 INPUT “M =”;M 

120 I=N 

130 B=M 

140 B=B/1.05+M 

150 7T=T-1 

160 IF I>1 THEN GOTO 

170 PRINT 

180 -END 

请 将 上 述 程序 中 的 空格 [HJ 和 [KK] 填 
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韦 恩 图 的 起 产 


232001 安徽 省 淮南 市 第 一 中 学 (华东 师 大 数学 系 教育 硕士 】 张 厚 品 


现今 的 数学 课本 在 表示 集合 或 集合 与 集合 
之 间 的 关系 时 往往 都 会 用 到 简洁 明了 、 直 观 易 
懂 的 韦 思 图 . 韦 恩 图 起 源 何 时 ? 韦 恩 是 何许 人 ? 
我 们 知之 甚 少 . 就 连 美国 著名 数学 史家 卡 约 黎 
(F.Cajori, 1859~ 1930) 在 名 著 《数学 符号 的 
历史 》 中 也 没有 提 到 事 恩 这 个 名 字 . 

约翰 . 韦 恩 (John Venn, 1834~1923)1834 
年 出 生 于 英格兰 赫 尔 (Hull) 的 多 和 尔 普 
(Drypool). 1853 年 进 剑桥 大 学 学 习 , 四 年 后 
获 数学 学 士 学 位 , 在 数学 学 位 考试 中 获得 一 等 
第 六 名 , 不 久 成 为 剑桥 大 学 的 研究 员 . 1859 年 ， 
韦 恩 成 为 一 名 牧师 。 1862 年 , 他 又 回 到 了 剑 
桥 大 学 , 讲授 逻辑 学 和 概率 论 , 对 德 :摩根 (De 
Morgan，1806 ~ 1871) 和 乔治 :布尔 (George 
Boole, 1815 ~ 1864) 的 逻辑 学 以 及 概率 论 很 感 
兴趣 并 深 有 研究 ，1880 年 , 韦 恩 创 作 了 一 部 重 
要 的 作品 一 《符号 逻辑 》 .1883 年 , 他 被 选 为 
英国 皇家 学 会 会 员 . 同年 , 被 授予 剑桥 大 学 理 
学 博士 学 位 . 在 这 之 后 , 他 的 研究 兴趣 转向 历 
史学 . 除了 逻辑 和 历史 , 他 还 是 “优秀 的 步行 者 
和 登山 者 、 一 个 热心 的 植物 学 家 、 出 色 的 演讲 
者 和 语言 学 家 .”1923 年 卒 于 剑桥 大 学 . 

韦 恩 最 为 世人 所 熟知 的 贡献 莫 过 于 “ 韦 恩 
图 了. 这 种 用 图 形 表示 集合 (或 命题 ) 的 方法 
出 现 于 他 的 《符号 逻辑 》 一 书 . 韦 恩 首先 从 两 
个 相交 的 集合 z 和 Y( 原 书 用 小 写字 母 来 表示 ) 
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好 , 完成 该 程序 ， 空 格 [K | 请 根据 以 下 提供 的 
Q@ ~ @ 个 选项 中 选择 一 个 正确 的 . 
© INT(B); ® INT (B/1.05); 
® INT(B/1.05+1); @® INT (B+1); 
© INT((B+1)/1.05). 


出 发 , 用 图 1 表示 四 种 集合 : 既 属 于 Zz、 又 属于 
的 元 素 组 成 的 集合 ; 属于 xX 但 不 属于 y 的 元 素 
组 成 的 集合 ; 属于 y 但 不 属于 x 的 元 素 组 成 的 
集合 ; 既 不 属于 z 又 不 属于 Yy 的 元 素 组 成 的 集 
合 . 分 别 用 zy、zy、7x'Yy、x'Yy 来 表示 (Z 和 水 
分 别 表示 不 属于 z 和 Y 的 元 素 组 成 的 集合 , 下 
文中 的 表示 法 与 此 类 似 ). 


图 1 图 2 

接着 , 韦 恩 用 图 2 所 示 的 三 个 相交 圆 z、VY 
和 z 来 表示 八 种 集合 :同时 属于 Xx、y 和 z 的 元 
素 组 成 的 集合 ; 属于 y、z, 但 不 属于 z 的 元 素 
组 成 的 集合 ; ………… ; 不 属于 z、Y 和 > 的 元 素 
组 成 的 集合 . 分 别 用 zyz、Z'Vz、ZV z、Xyz、 
XY 2 、 XYyZ'、 XYyzZ 和 7x'Y 2 来 表示 . 

用 两 两 相交 的 四 个 圆 不 能 表示 16 个 集合 ， 
于 是 韦 恩 使 用 了 4 个 全 等 的 椭圆 , 如 图 3 所 示 . 

对 于 五 个 两 两 相交 的 集合 , 韦 恩 使 用 了 4 
个 全 等 的 椭圆 分 别 表示 集合 x、y、w、v, 用 一 个 
圆 和 一 个 小 椭圆 之 间 的 部 分 表示 集合 z, 这 样 
便 表示 出 了 32 个 集合 , 如 图 4 所 示 , 图 中 间 的 那 
个 小 椭圆 的 内 部 表示 集合 z 的 外 部 的 一 部 分 . 








和 和 AAT rr rr rr rr 


执行 该 程序 , 当 出 现 N =?, 输入 3; 当 出 
现 M =?, 输入 90. 在 第 170 句 中 , [LMN | 被 输 
出 , 这 时 第 140 句 将 被 执行 了 [ O | 次 . 

参考 答案 : [ABC|= 130; |D|= 5 
= 102; = 140; |K|= 4; [LMN|= 258; 


| 
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接着 , 韦 恩 着 手 用 图 形 来 表示 命题 , 用 阴 
影 部 分 来 表示 否定 这 个 命题 . 最 后 , 作为 应 用 ， 
韦 恩 举 了 如 下 的 例子 : 

在 某 考 试 中 心 , 希腊 文 和 拉丁 文中 一 门 是 
必 考 课程 . 如 果 考 生 只 报考 希腊 文 , 或 只 报考 
拉丁 文 , 那么 他 就 必须 同时 考 英语 和 法 语 . 如 
果 考 生 同 时 报考 了 和 希腊 文 和 拉丁 文 , 那么 他 只 
需 考 英语 和 法 语 中 的 一 门 . 假设 三 种 语言 的 每 
一 个 组 合 都 有 人 报考 , 那么 是 否 有 考生 同时 报 
考 了 四 门 语言 ? 

作出 图 5， 其 中 G、 志 五 和 五 分 别 表示 





POOLrOrOrrOrOrrrr rr rr rr rr 
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希腊 文 、 拉 丁 文 、 英 文 和 法 文 ， 根据 报考 规 
定 , 应 排除 G'L、GL'E'、GL'F'、G'LFE'、 
G'LFY、GLE'F'. 用 阴影 标 出 这 些 集 合 ， 于 
是 得 到 GLE、GEF、GLF 和 LEF, 分 别 标 
上 1、2、3、4. 显然 , 四 个 集合 都 可 以 存在 , 但 
不 一 定 非 要 有 中 央 部 分 (GLEF) 不 可 . 也 就 是 
说 , 尽管 可 以 有 考生 同时 报考 四 门 语言 , 但 我 
们 不 能 推断 一 定 会 有 这 样 的 考生 . 





图 5 

1957 年 , 美国 数学 家 麦克 沙 恩 (E. J. Mc- 
shane，1904 ~ 1989) 首次 给 “ 韦 恩 图 "下 了 定 
义 , 称 其 为 “一 个 集合 的 符号 表示 法 , 用 平面 的 
某 个 部 分 来 表示 所 考虑 的 对 象 , 用 某 条 封闭 曲 
线 内 部 的 点 来 表示 一 个 集合 .” 从 那 时 起 , 韦 恩 
图 就 一 直 沿 用 至 今 . 
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华东 师范 大 学 理工 学 院 招生 


华东 师范 大 学 理工 学 院 1994 年 起 招收 全 
日 制 高 等 教育 自考 班 , 多 次 被 评 为 全 国 和 上 海 
市 先进 单位 . 2005 年 继续 在 全 国 各 地 招收 应 届 
或 历届 高 中 、 中 专 、 职 校 毕业 生 及 专升本 自考 
班 . 免试 入 学 . 有 住宿 . 有 意 者 可 索取 简章 . 
报名 地 址 : 上 海 市 中 山北 路 3663 号 . 
华东 师 大 数学 馆 101 室 (邮编 200062). 
电话 : 021-62860155、021- 62161155. 


招生 专业 


计算 机 信息 管理 (专科 . 本 科 ); 电子 商务 
(专科 本科); 公共 关系 (专科 ,本科 ); 会 计 学 
(专科 本科); 行政 管理 (专科 、 本 科 ); 英语 ( 专 
科 、 本科); 国际 贸易 (专科 ,本科 ); 商务 管理 ( 专 
科 、 本 科 ); 日 语 ( 专 科 ); 室内 设计 (专科 ); 机 关 
管理 及 办 公 自 动 化 (专科 ). 


编 后 漫笔 


《数学 教学 》50 岁 有 感 


张 英 宙 ” 赵 小 平 


《数学 教学 》50 岁 了 . 刊物 的 创办 者 大 多 
已 成 十 人 . 我 们 组 织 了 几 位 健在 的 老人 , 说 一 
些 老话 , 再 刊 发 一 些 “ 老 文 ”, 供 大 家 遥想 当年 . 
与 此 同时 , 也 有 一 些 编者 的 回顾 , 读者 的 评议 ， 
为 今后 的 工作 进行 谋划 . 在 此 , 我 们 衷心 感谢 
为 庆贺 本 刊 创立 50 周 年 撰文 的 各 位 先生 , 感谢 
读者 对 刊物 的 关怀 . 不 过 , 纪念 特刊 中 当然 应 
该 有 庆贺 和 纪念 的 文字 , 却 也 不 可 过 多 . 刊物 
毕竟 要 反映 现实 , 特别 正 值 高 考 之 后 . 

记得 有 首 歌 叫做 “革命 人 永远 是 年 青 ”. 对 
人 生来 说 , 50 岁 , 年 过 半 百 , 将 要 步 入 老年 . 至 
于 《数学 教学 》 的 50 岁 , 也 许 正 是 青年 时 期 . 尽 
管 数学 教育 的 历史 几乎 和 人 类 的 历史 一 样 长 ， 
但 是 它 的 规律 还 远 远 没有 为 我 们 所 认识 . 甚至 
有 人 认为 "数学 教育 "还 处 于 褪 裸 时期, 是 名 副 
其 实 的 “朝阳 学 科 ”. 

经 过 改革 开放 20 年 , 国家 的 面貌 发 生 了 翻 
天 禾 地 的 变化 . 各 种 教育 事业 的 发 展 也 达到 了 
历史 上 从 未 有 过 的 高 水 平 . 值得 深思 的 是 , 数 
学 教育 的 水 平 是 否 比 建国 初期 有 了 飞跃 的 提 
高 呢 ? 和 慌 怕 未 见得 . 悲观 者 甚至 认为 今天 的 数 
学 教学 水 平 不 及 1960 年 代 . 总 之 , 需要 我 们 做 
的 事情 太 多 太 多 . 进入 21 世 纪 之 后 , 我 们 正 处 











在 数学 教育 改革 的 潮 头 上 ， 改革 发 展 是 硬 首 
理 . 面 对 时 代 的 需要 , 无 论 磁 到 什么 困难 , 我 们 
都 应 该 保持 旺盛 的 斗志 ,保持 “革命 人 永远 年 
青 " 的 心态 . 

当前 正在 进行 的 教育 改革 , 百年 难 遇 我 
国 数学 课程 的 大 变革 , 在 20 世 纪 只 有 两 次 : 五 
四 运动 时 数学 教育 的 学 校 化 , 以 及 建国 之 后 在 
学 习 苏 联 基础 上 形成 自己 的 体系 . 第 三 次 大 改 
革 现 在 正在 进行. 能 够 躺 逢 其 盛 , 岂 不 是 我 们 
的 幸运 ” 愿 我 们 在 改革 的 风浪 中 搏击 , 在 变革 
中 冲浪 . 改革 必然 有 争论 , 正确 的 需要 坚持 , 错 
误 的 需要 修正 , 而 坚持 和 修正 都 需要 革命 者 勇 
气 历史 将 会 记 住 每 个 人 在 改革 中 留 下 的 身影 
和 足迹 ，《 数 学 教学 》 将 提供 这 样 的 文字 记录 
平台 . 

早先 有 一 句 话 是 “思想 积极 ,行动 稳妥 ”. 
投入 任何 改革 ,没有 激情 是 不 行 的 , 而 只 有 激 
情 也 是 不 够 的 ,在 未 来 的 岁月 里 , 愿 我 们 大 家 
都 保持 年 轻 的 心态 , 用 高 度 的 热情 、 智慧 和 理 
性 , 为 建设 中 国 独特 的 数学 教育 体系 而 努力 奋 
斗 





期 待 《 数 学 教学 》 的 今后 50 年 更 加 辉煌 ! 
祝 本 刊 读 者 事业 成 功 ! 





东 师 范 大 学 
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